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Torwort 



Bei der grossen Bedeutung, deren sich die meelianiichen 
Wissenschaften durch ihre mannichfachen Anwendungen sdbst 
im gemeinen Leben erfreuen^ kommt jeder Versuch, die Grund-* 
hgen derselben gehörig zu erörtern , ihre Entwickelung klar 
und von verschiedenen Gesichtspuncten aus zu unternehmen, 
so dass man in den Stand gesetzt wird , ein richtiges Ver- 
ständniss der oft fiir schwierig gehaltenen Lehren und eben 
A dadurch eine Selbstständigkeit in weiterer Untersuchung und 
'^fttr technische Anwendungen zu erlangen, gewiss nicht zu 
'^unrechter Zeit. Das vorliegende Lehrbuch darf vielleicht 
^ einen Anspruch darauf machen, in dieser Beziehung nützlich 
"^zu werden. Es verdankt seinen Ursprung mehrjährigen aka* 
^demischen Yortrflgen, die darauf ausgingen, sowohl in theore- 
.^^ tischen Begründungen als in praktischen Anwendungen der 
Mechanik eine klare Einsicht hervorzurufen, und es fehlt nicht 
"an lebendigen Zeugnissen eines günstigen Erfolges derselben. 
^Der Gang der Entwickelung in diesem Buche weicht in man- 
cher Hinsicht von dem althergebrachten ab. Die Grundlehren 
über Bewegung und mechanische Kräfte sind der Statik voran* 
geschickt. Es ist dadurch möglich geworden genau zu be- 
zeichnen, was man unter einer Kraft in der Mechanik verstehe, 
und die Kluft, welche Manche zwischen einer Kraft die Be- 
wegung, und einer Kraft die Gleichgewicht hervorbringt, finden, 
ist beseitigt Eine Kraft an sich existirt nicht auf dem Ge- 
biete der Mechanik. Diese beurtheilt die Kräfte nur nach ih-* 
ren Wirkungen. Das, was die Wirkung einer Kraft aufnimmt, 
nennen .|vjr Körper, die Wirkung selbst besteht nur in Bewe- 
gung. Man wird also nur durch die Erscheinungen der Be- 
wegung zu der richtigen Vorstellung desjenigen gelangen kön- 
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nen, was man in der Mechanik Kraft nennt ; aus diesem Grunde 
beginnt dieses Buch mit den Grundbegriffen über Bewegung. 
Auch über die Erklärung der Masse finden verschiedene An- 
sichten Statt. Dieselä Buch giebt Masse als die Summe der 
materiellen Theile an und schliesst dann aus der Thatsache, 
dass allen materiellen Theiien dasselbe Beharrungsvermögen 
zugeschrieben werden |)Ufs^| y{^C| ((fn; verschiedenen Wider- 
stand, den verschiedene Massen gleichen Kräften entgegensetzen, 
woraus sich dann von selbst ergiebt^ dass die Massen auch aus 
den verschiedenen Geschwindigkeitsänderungen beurtheilt wer- 
den k()iiiiienj welche tlieselüe Kraft ihTersehiederteii Kdi-pern 
herverfuft. Dtes^e Darstellung i9t demf AiifiMi^r stiigttngtiehef^ 
als defi B^gHff de? ^Hasse 'flUf den dtsf Kraft zdraokkafülireinj 
wobei man am Ende doch wiistfer Mf eind SuNim^'de^'Tfllgoi^ 
der Trägheit aurückkottimeii musii. Was 'über di« f^lutive« 
Bew^gungön beigebraclit i^t; wird ^«ift bassern V^rsündni»» 
der von CoHolts gteg«ben(^n Theofi^ ' hofT^fitlioh diien^ iiQt«^ 
eben Beitrag liefern; Mit besonder^ Sorgfah 'ftin^die- allg^ 
meinei» Erscheinungen der 'Wirkung 4er Kräfte behandelt;' de-i 
ren Ricfatuitgcin und An^iffs^mncle im Raiime beliebig* öngf^oi 
Mlothmen sind! Die Darstellung unter^cheidelsfch von der in 
M^uisf fiiatik besonders andh« dadurch, i^9& sie von d^r fie^ 
ROtsung geometrischer Bigenschaflen fueier gebaften >lkt/' Iii 
der Lehre vom Schwerpuhcte wird man^ kaum eiö Veifahre«!- 
zur Bestimmung desselben, welches je >naeb UmetäuHen zitf 
Anwendung kommen dürfte^ vermissen« •^" Deii grüsiMnUiett 
des Buiehes wird «»an ohne andere ¥«lrkehntni6se itls die 'Eleu 
menie #erMatiiiBmaftik 'verstehen kdtinen. Die Beweise sind 
bfer'demeutar gdiaUen onld \mm Tfaeil :mit venekiedenelv 
Hülfsmitteln afogeleitel um eine >voil8«lhdlgeire Eäisicbl in die 
6iiinfdMir<in herbeizuftihren; zegleibh ist aber auoh der NutKen^ 
den- die hü^hei^e Mathematik gewährt ^beviloksichtigl, und m« 
wird selbst (ältere Gelegenheit fitiden. in Anwendung* derseibenr 
siob 8U üben. Die ge)wähitehBeiq»i€lle habeäiimnlertein be*i 
sohderes praktist^heä Iiilereese. • !.. • . • j 

' ' Göttfngen, im JÄnaär 1885. 
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KUnleltuiifT* 

Allgemeine Eigenschaften der Körper. 



§. 1. 

Den materiellea Körpern, welche den Untersuchungen über 
Bewegung und Gleichgewicht zu Grunde liegen, werden ge- 
wisse Eigenschaften zugeschrieben, von denen zunächst fol- 
gende zu beiiierlijea sind. 

1. Die Materie ist undurchdringlich, d.h. an der 
Stelle wo sieb m materieUe^ Theiktoa beflndeit, kann nicht 
zugleich ein anderes materielles Theiloken seim. Druck, 
Stoss, Fortpflanzung der Bewegung in Räd^erw^ken beruhen 
auf der Undurchdringlichkeit der Materie. 

2. Die materiellen Körper haben Ausdehnung, d. b, 
sie bieten sich in bestimmten tussereq Begrenzungen dar, 
welche deren Gestalt bedingen und jeden einzelnen Körper als 
etwas Selbständiges, ausser uns Befindliches oder Räumliches 
zu erkennen geben. Diese Begrenzung der Oberfläche um- 
schliesst einen bestimmten Raum, den Inhalt oder das schein- 
bare Volumen des Körpers, dessen Vergleichung mit den In- 
halten anderer Körper die Stereometrie lehrt. 

3. Den materiellen Körpern wird Porosität beigelegt. 
Die Physik lehrt nämlich, dass ein materieller Körper aus un- 
endlich kleinen für sich nicht weiter theilbaren materiellen 
Theilchen (Atomen, molecules) bestehe, die gewisse Abstände 
von einander behaupten, deren Grösse von den zwischen ihnen 
herrschenden Anziehungen und Abstossungen abhängt! ' Hier- 
nach bietet jeder materielle Körper Zwischenräume oder Poren 
zwischen seinen materiellen Theilen dar, die nach seiner be- 

tJlrieb, U«iidl>. d. Mecli. 1 
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sonderen Beschaffenheit bald einen grösseren bald einen gerin- 
geren Theil des ganzen Volumens, unter welchem der Körper 
erscheint, ausmachen, und nach Umständen von anderen ma- 
teriellen Theilen eingenommen werden können. Man unter- 
scheidet daher bei jedem Körper dessen scheinbares Volumen 
von dem Volumen, welches dessen materiellen Theiie einneh- 
men, und schreibt ihm eine um so grössere Masse oder 
Summe seiner materiellen Theiie zu, je grösser das letztere 
Volumen ist. 

Die Vergleichung der Massen oder der von den materiellen 
Theilen eingenommenen Volumina verschiedener Körper, oder 
desselben Körpers wofern er sich in verschiedenen physicali- 
schen Zuständen befindet, mit den scheinbaren Inhalten dersel- 
ben, führt zu dem Begriff der Dichte der Körper. 

Von zwei Körpern, die gleichen scheinbaren Inhalt haben, 
heisst derjenige der dichtere, welcher die grössere Masse*) 
besitzt. Haben aber die Körper gleiche Massen, so nennt man 
denjenigen den dichteren^ welcher den kleineren Inhalt ein- 
nimmt. 

Ist also D die Dichte, V der Inhalt, M die Masse eines 
Körpers; Di die Dichte, V der Inhalt, m die Masse eines zwei- 
ten Körpers; und d die Dichte, t> der Inhalt, und m die Masse 
eines dritten Körpers, so hat man dem Vorstehenden gemäss, 
folgende Gleichungen 
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folgt. Man kann hieraus das Verhältniss zwischen den Dichten 
zweier Körper finden, wenn das Verhältniss unter den Massen, 
so wie unter den Inhalten derselben bekannt ist. 

Bei den Vergleichungen der Dichten pflegt ein Körper, 
z. B. Wasser, bei gegebener Temperatur zu Grunde gelegt zu 



*) Wie die Vergleichung der Massen unter einander aus den Krüflen 
abzuleiten is(, wird sich später zeigen. 



wtsrden, dessen Dichte d man abo r= 1 setzt. Die Masse 
dieses Körpers, welche sich in der Inhalts -Einheit befindet, 
nimmt man als Massen -Einheit an, setzt also zugleich m=l 
mit t) s=3 1 , und demnach aus 3) 

4) Z> = |, 

d. h. das Verhältniss der Dichte ehies Körpers zu der jenes 
Wassers wird gefunden, wenn man das Verhfthniss seiner Masse 
zu der in der körperlichen Einheit befindlichen Wassermasse 
durch die Anzahl der körperlichen Einheiten des Körpers divi- 
dirt. Es versteht sich von selbst, dass man statt des Wassers 
auch jeden anderen Körper zur Vergleichung eben so be- 
nutzen kann. 

Die Gleichung 4) giebt D'=M wenn Fsssl ist, d.h. D 
bezeichnet die in der cubischen Einheit eines Körpers enthal- 
tene Masse , verglichen mit der Wassermasse , welche sich in 
der cubischen Einheit befindet. Femer liefert die Gleichung 4) 
die bdden Gleichungen 

5) jf = D.r 

und Q) v=,^^ 

von denen jene die Masse eines Körpers als das Produet seines 
Inhalts mit der, in einer cubischen Einheit befindlichen, Masse 
desselben Körpers darstellt; und diese das Vohimen eines 
Körpers giebt, wenn dessen Masse durch die Masse dividirt 
wird, welche in der körperlichen Einheit desselben vorkommt. 

§. 2. 
Die Materie bietet noch vMvebiedene Erscheinungen dar, 
wenn -Kräfte auf sie wirken. Es giebt Körper, deren Bestand- 
theile unter einander so zusammenhängen, dass diese nur durch 
Anwendung einer gewissen Gewalt aus der Lage, in welcher 
sie sich befinden, in eine andere Lage gegen einander ver- 
setzt, oder von einander gänzlich getrennt werden können. 
Sie heissen feste Körper. Diese lassen sich nach ihrer 
besonderen BeschaiTenheit und nach der Art der Wirkung der 
Kräfte in grösserem oder geringerem Maasse ausdehnen, zu- 
sammendrücken, biegen, drehen, und stellen sobald die Wir- 
kung der Kräfte aufhört, ihre ursprüngliche Gestalt mehr oder 



w^ufer wieder her. Man unterscheidet hiemach harte Kör- 
per, welche sich gar nicht oder nur in sehr geringem Grade 
ausdehnen, zusammendrücken oder biegen lassen, bevor sie 
brechen; ausdehnbare, biegsame, drehbare Körper^ 
welche vor der gänzlichen Trennung ihrer Theile durch geeig- 
nete mechanische Kräfte merklich veränderte Lagen ihrer Be- 
standtheilß zulassen; weiche KOrper, deren Bestandtheile, 
nachdem sie in andere Lagen gegen einander versetzt sind, 
auch wenn die Kräfte, welche diese Veränderung hervorbrach- 
ten, nicht mehr thätig- sind, in dem neuen Zustande verharren; 
elastische Körper, welche nach Hinwegnahme der Kräfte 
entweder vollkommen oder nur genähert in den alten Zustand 
von selbst zurückkehren, aus welchem sie durch jene Kräfte 
gebracht waren. 

Dagegen giebt es andere Körper, deren Bestandtheüe so 
geringen Zusammenhang unier einander darbieten, da/is sie 
sich unendlich leicht gegen einander verschieben lassen. Sie 
werden flüssige Körper genannt, und zer£aUea in zw^ 
Classen: die tropfbar flüssigen und die ausdehnsam 
flüssigen. Jene lassen sich mr in sehr geringem Maasse 
durch mechanische Kräfte zusammendrücken; diese hingegen 
gestatten die Zusammendrückung in sehr hohem Grade, und 
zeigen ein fortwiihrendes Bestreben einen grösseren Raum- 
inhall einzunehmen. 



Erster Abseliuitt. 

Grundlebren über Bevregung und mechanische 

Kräfte. 



$. 3. 

Bewegung besteht in Ortsveränderung. Wenn ein mate- 
rieller Punct seinen Ort zwischen anderen Puncten ändert, so 
sagt man von ihm dass er sich gegen diese bewege; verharrt 
er aber in derselben Lage gegen andere Puncte, so befindet 
er sich gegen dieselben in Ruhe. Bleiben die Vergleichangs- 
puncte fortwährend an derselben Stelle, so wird die Bewegung 
jenes materiellen Puncts eine absolute genannt; bewegen 
sich aber die Vergleichungspuncte, so heisst sie eine relative 
Bewegung. 

In jeder Bewegung wird 1) ein gewisser Weg, die Bahn 
beschrieben, und 2) wird sie in einer gewissen Zeit ausgeführt. 
Die durchlaufene Bahn und die zugehörig« Zeit sind die beiden 
Elemente, aus deren gegenseitigen Beziehungen die i?ämmt- 
liehen Umstände der Bewegung eines materiellen Puncts her- 
geleitet werden. 

Nach der Gestalt der Bahn unterscheidet man gerad- 
linige und krummlinige Bewegungen. ^— Die einer ge- 
wissen Bahnbeschreibung zugehörige Zeit kann man sich in 
eine Menge gleicher Theile eingetheilt vorstellen. Sind nun 
die während dieser Zeittheile durchlaufenen Bahntheile immer 
untereinander gleich, in wie viel gleiche Theile man auch jene 
Zeit eingetheilt haben mochte, so heisst die Bewegung eine 
gleichförmige; sind aber jene Bahntheile ungleich, so 
wird die Bewegung eine Ungleichförmige genannt. Die 
letztere ist eine beschleunigte oder verzögerte, jenaoh- 
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dem die in den folgenden gleichen Zeittheilen durchlaufenen 
Wege grösser oder kleiner, als die in den vorhergehenden 
gleichen Zeittheilen beschriebenen Wege sind. 

Von der geradlinigen gleichförmigen Bewegung. 

S. 4. 
Da in dieser Bewegung die in gleichen Zeittheilen, wie 
klein oder wie gross dieselben auch gedacht werden mögen^ 
durchlaufene Bahntheile einander gleich sein sollen, so sind 
die beschriebenen Wege den zugehörigen Zeiten proportional. 
Bezeichnet man also durch s und Si zwei in den Zeiten t und ti 
gleichförmig durchlaufene Wege, so ist 

s _ t 

Wird der in der Zeiteinheit beschriebene Weg c genannt, so 
findet sich aus dieser Gleichung, indem man Si=:c mit ^x= 1 
setzt ^ 

- = -=- od«r 8 r=i et 
c 1 

Man kann hier noch den Ort, an welchem sich ein in gerad- 
liniger gleichförmiger Bewegung befindlicher Punct nach der 
Zeit t befindet, bezeichnen, wenn man dessen Ort fiir einen 
anderen gegebenen Augenblick, die Richtung der Bewegung 
und die I^änge des Weges kennt, den er in der Zeiteinheit 
zurücklegt. Denn befindet sich der bewegte Punkt in B (Fig. 1) 
wenn ^ = ist, und hat er die Richtung BMy so durchläuft 
er während der Zeit t den Weg BM=c, <, und sein Abstand 
ÄMz=s von einem gegebenen Puncte A, der durch AB=:a 
bestimmt ist, wird aus der Formel 

s =z a + et 
gefunden. Diese Formel gilt auch wenn B auf der andern 
Seite des Puncts Ä liegt, nur hat man alsdann a mit — a zu 
vertauschen. Will man den Abstand des beweglichen Puncts 
von Ä für einen früheren Augenblick als an welchem er in B 
war, haben, so ist t negativ zu setzen; und schreitet die 
Bewegung nicht in der Richtung £Jlf, sondern in entgegen- 
gesetzter Richtung fort, so ist c negativ anzunehmen. 



$. 5. 
Geschwindigkeit. Von zwei gleichförmigen Bewe- 
gungen sagt man, diejenige habe die grössere Geschwindig- 
keit, in welcher während derselben Zeit der grössere Weg 
durchlaufen wird, oder auch derselbe Weg in kürzerer Zeit 
zurückgelegt ist.* Man habe nun in drei gleichförmigen Bewe- 
gungen, die Geschwindigkeit, den durchlaufenen Weg und die 
zugehörige Zeit wie folgt bezeichnet 

in der ersten durch est 
in der zweiten durch c Si t 
in der dritten durch Ci *i ^i, •* 

so bestehen die Gleichungen 

c $ . c h 

— = — , und -^ = — , 

c #2 ^1 ' 

folglich wird 

c ^^ s ti 

Ci Si . t ^ 

d, h. die Geschwindigkeiten in zwei gleichförmigen Bewegungen 
verhalten sich wie die durchlaufenen Wege und umgekehrt wie 
die zugehörigen Zeiten. Man pflegt die gleichförmigen Bewe- 
gungen mit der zu vergleichen, in welcher ein Weg gleich 
der Längeneinheit während der Zeiteinheit durchlaufen wird, 
und deren Geschwindigkeit als Einheit anzunehmen. Setzt man 
hiernach in der vorstehenden Gleichung 1 1 == 1 und #i ^= 1 , so 
nimmt man auch ci =: 1 , und man erhält 

8 

wofern s und t als Zeichen der unbenannten Zahlen ge- 
nommen werden, die man aus der Yergleicliung eines durch- 
laufenen Weges mit der Längeneinheit, und der zugehörigen 
Zeit mit der Zeiteinheit erhält. Sollen die Geschwindigkeiten 
mehrer gleichförmiger Bewegungen unter einander vergleichbar 
sein, so versteht es sich von selbst, dass man bei allen die 
nämlichen Einheiten zu Grunde legen muss. Der vorstehenden 
Formel gemäss kann man unter Geschwindigkeit auch den 
während der Zeiteinheit gleichförmig durchlaufenen Weg ver- 
stehen. 

Die Formel giebt noch 

s c=' c . #, 



d. h. der in der Zeit t gleichförmig durchlaufene Weg ist dem 
Product der Geschwindigkeit in die Zeil gleich. Ausserdem 
hat man 

d. h. die Zeit der Bewegung wird gefunden , . wenn man den 
durchlaufenen Raum durch die Geschwindigkeit dividirt. 

Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass eine geradlinige 
gleichförmige Bewegung wesentlich bestimmt ist, wenn deren 
Richtung und Geschwindigkeit angegeben sind. 

YoD der geradlinigen gleichförmig bescbleunigten Bewegung. 

8. 6. 

Obschon die ungleichförmigen Bewegungen wesenUichiö 
Verschiedenheiten gegen die gleichförmigen Bewegungen dar- 
bieten, so kann dennoch die Vorstellung der ersteren durch 
die der letzteren gewonnen und auf diese zurückgeführt werden. 

Ein materieller Punct bewege sich gleichförmig während 
dar Zeit t mit einer gewissen Geschwindigkeit; am Ende dieses 
Zeittheils erlange er plötzlich eine grössere Geschwindigkeit, 
die er während des zweiten eben so grossen Zeittheils t un- 
verändert beibehält; auf gleiche Weise soll sich die Geschwin- 
digkeit am Ende des zweiten, dritten, yierten u. s.w. Zeittheils 
t plötzlich vermehren, aber während jedes einzelnen Zeittheils 
T immer unverändert bleiben. Diese aus einer Folge von ver- 
schiedenen gleichförmigen Bewegungen bestehende Bewegung 
nähert sich dem Begri^ einer ungleichförmigen Bewegung desto 
mehr^ je kleiner die Zeitintervalle t und die an den Grenzen 
derselben Statt findenden Geschwindigkeitsänderungen voraus- 
gesetzt werden; d. h. die vorliegende Bewegung wird me 
ungleichförmige, wenn sowohl ihre Zeitintervalle als die Ge- 
schwindigkeitsänderungen unendlich klein gedacht werden. 

Hiernach ist eine ungleichförmige Bewegung diejenige, in 
welcher die Geschwindigkeit ununterbrochen durch unmerkliche 
Grade verändert wird. Sie heisst eine beschleunigte oder ver- 
zögerte, je nachdem aus den in jedem Augenblick eintretenden 
unendlich kleinen Geschwindigkeitsänderungen eine Vermehrung 
oder Verminderung der jedesmaligen Geschwindigkeit erfolgte. 
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So wie sich nun zwei gleichförmige Bewegungen durch die 
ihnen zukommenden Geschwindigkeiten von einander unter- 
scheiden ^ so unterscheiden sich die ungleichförmigen Bewe- 
gungen von einander durch die verschiedenen Geschwindigkeits- 
änderungen; oder vielmehr durch das Gesetz, nach welchem 
in jeder die Geschwindigkeiten geändert werden. Das ein* 
fachste Gesetz aber bestimmt, dass die Geschwindigkeitsände- 
ningen der Zeit proportional sein, in welcher sie eintreten; 
oder dass in gleichen Zeittheilen gleich grosse Geschwindig- 
keitsänderungen Statt finden. Die Bewegung, in welcher dieses 
Gesetz herrscht, heisst gleichförmig beschleunigte oder 
gleichförmig verzögerte, je nachdem die Geschwindigkeit 
fortwährend zu« oder abnimmt. 

§. 7. 

Dem Vorstehenden gemäss stellt sich die Fundamentalglei- 
chung für die' gleichförmig beschleunigte Bewegui^ leicht dar. 

Es sei a die anfängliche Geschwindigkeit, d. b. diejenige, 
welche der materielle Punct in dem Augenblick, wo man ihn 
zu betrachten anfängt, besitzt, k die Geschwindigkeitsänderung 
während einer Zeiteinheit und c die Geschwindigkeit, welche 
er nach / Zeiteinheiten hat : so ist in der gleichförmig beschleu- 
nigten Bewegung 

c = a 4- Arf, 
Wäre a=.0, d. h. hätte man die Bewegung vom Zustande der 
Ruhe aus betrachtet, so würde 

c = kt 
zu setzen sein. 

Eben so hat man in der gleichförmig verzögerten Bewe- 
gung, wenn die Geschwindigkeit in jeder Zeiteinheit um k ver-« 
mindert wird, nach der Zeit t die Geschwindigkeit 

c = a — kt 
Diese Gleichung findet sich aus c = a -f ki, wenn k negativ 
gesetzt wird. 

S. 8. 

Zur Bestimmung des während der Zeit t durchlaufenen 
Weges s dient Folgendes. 

Die Bewegung sei gleichförmig beschleunigt, und während 
der Zeit t werde der Weg AMzzs beechriebea (Fig. 2). Man 
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theile die Zeit t in m gleiche Theile, und bezeichne die Ge- 
schwindigkeitsänderung während eines solchen Zeillheils — 

fft 

durch c, so dass e=.k-— oder u = ä.t ist, wenn um ab- 

m 

zukürzen — s= r gesetzt wird. Ist nun die anfängliche Ge- 
ro 

seh windigkeit in il = ä, und befindet sich der bewegte ma- 
terielle Punct nach den einzeUien Zeittheilen t an den Puncten 

B, Cf D I^) tf) so ist seine Geschwindigk^ daselbst der 

Reihe nach 

a, a + u, a + 2i?, a + Su, .,.. a + (m — 1)©, a + WD. 
Es lassen sich nun zwei Grenzwerthe für den durchlaufenen 
Weg AM=s angeben, indem man voraussetzt, dass die Be- 
wegung auf ÄBy BC, CD LM gleichförmig sei ; und zwar 

erstens mit den anfänglichen Geschwindigkeiten dieser einzelnen 
Theile, zweitens mit den Endgeschwindigkeiten derselben aus- 
geführt werde. Die erste Berechnung giebt für ÄMz=:$ einen 
zu kleinen, die zweite einen zu grossen Werth. Demnach ist 
AB'^a.ty weil sich die Geschwindigkeit vermehrt, während 
AB durchlaufen wird, und der Werth a.r voraussetzt, dass 
die anfängliche Geschwindigkeit a während des ganzen Zeit- 
theils T unverändert geblieben sei. Eben so ergiebt sich 
BC>{a + e)t, CZ>>(a + 2i?)T u.s.w. LM>[a + {m — l)v>)t. 
Addirt man diese Ungleichheiten zusammen, so findet sich 

AU oder s > m.at + et (l + 2 + 3 + ... + ro— 1) 

ro (m -^ 1) 
oder * > mat + er —^ \ 

kt 
Setzt man hierin die obigen Werthe wr = / und ©= -, so 

m 

findet sich 

, kfi kfi 
1) ,>a* + ^--. 

Auf gleiche Weise ergiebt sich, wenn man bei der Be- 
rechnung der Theile Aßy BC u. s. w. die Endgeschwindigkeiten 
zu Grunde legt: ilß<(a+fj)r, JB(7<(a+2c)T, C»<(a-f 3c)t 
u. s. w. LM <C (a -f mt) . r. Die Summe dieser Ausdrücke 
liefert 

AM oder $ < mat + üt (1 + 2 + 3 -|- ... + m) 
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«• (ifi 4* 1) 
oder 8 <C tnat + t?T . ; 

kt 
also, wenn mtz=zt und ©=:— substituirt werden, ergiebt sich 

91 

2) ^<«' + Y + 2;i- 

Das dritte Glied — in den bdden Grenzwertken 1) und 2) 

des 8 hängt von m, d. h. der Anzahl der Theile, in welche 
die der Bewegung durch AM zugehörige Zeit eingetheilt ist, ab. 
Dieses Glied wird desto kleiner, je grösser m ist, oder je 
kleiner die einzelnen Zeittheile t sind. Da nun die gleichförmig 
beschleunigte Bewegung durch die obige Reihefolge gleichför- 
miger Bewegungen desto genauer dargestellt wird, je kleiner 
jene Zeittheile t gedacht werden, so wird aus 1) und 2) der 
Werth von 8 desto richtiger angegeben, je weniger man das 

kfl 
Glied — berücksichtigt. Folglich ist der in der glei(^rörmig 

2l7l 

beschleunigten Bewegung während der Zeit t zurückgelegte Weg 

kfi 

3) s^at^-, 

wo a die Anfangsgeschwindigkeit, und * die Geschwindigkeits- 
änderung während der Zeiteinheit bezeichnen. 

Ist die Anfangsgeschwindigkeit a = 0, d. h. geht die 
gleichförmig beschleunigte Bewegung von der Rohe aus, so 

hat man 

kfl 

■» •• = .T- 

In der gleichförmig verzögerten Bewegung hat man k 
negativ zu setzen, der durchlaufene Weg ist also 

5) 8 = at — j. 

Aus den Gleicbongen 3) und 5) zeigt sich, dass eine gleich- 
förmige Bewegung [8^=s=:ai) und eine gleichförmig beschleunigte 

kfi 
Bewegung («n = --) von demselben Körper gleichzeitig, so 

angenommen werd^i , dass die^ eine Bewegung von der aitderen 
unabhängig erschdnt. Es ist eben so als hätte der Körper auf 
einer geraden Linie eine beschleunigte Bewegung, während 
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diese Linie selbst nack gleicher oder entgegengesetzter Rich- 
tung eine gleichförmige Bewegung besitzt. Der wirklich durch- 
laufene Raum s zeigt sich in 3) und 5) als Summe oder Diffe- 
renz der beiden Räume Si und Sn, 

§. 9. 

Geht die Bewegung von der Rühe aus, so ist der wäh- 
v4.*Mj:.i^^rend der Zeit t durchlaufene Raum «= ^kfi, und während der 
w;i *^ ^^^-Äeit ^1 der Raum «^ = {kti^. Daraus folgt s:si = fi: h^, d. h. 
jj^yjtuft, jiß in gleichförmig beschleunigter Bewegung, vom Ruhestande 
^■'^ i ^»"^g^rechneten durchlaufenen Wege verhalten sich zu einander 
Tj^^ij^ ^ie die Quadrate der zugehörigen Zeiten. 
CÄu ^. Die Geschwindigkeit am Ende der Zeit < ist c = k t 

Bliebe sie unverändert, d. h. verwandelte sich die Bewegung 
plötzlich in eine gleichförmige, so würde mit ihr während einer 
gleichen Zeit t der Weg s =:ct beschrieben, dessen Ausdruck, 
wenn esskt gesetzt wird, auf s =*/* zuröckkommt. Da nun 
nach 4) s = ^kfi ist, so zeigt sich s = 2«, d. h. ein von der 
Ruhe ausgehender Körper durchläuft mit der Geschwindigkeit, 
welche er in gleichförmig beschleunigter Bewegung während 
der Zeit t erlangt hat, in der gleichen Zeit i einen doppelt so 
grossen Raum, als der in der beschleunigten Bewegung durch- 
laufene. 

Man kann hieraus die Geschwindigkeit c finden, wenn der 
durchlaufene Raum s und die zugehörige Zeit t bekannt ist, 
^, ^ indem man, den doppelten Raum durch. die Zeit dividirt: 

C-j. 

Es kommen in der von der Ruhe ausgehenden gleich- 
förmig beschleunigten Bewegung überhaupt vier Grössen vor: 
die Zeit der Bewegung /, der durchlaufene Raum «, die Ge- 
schwindigkeit c zu Ende der Zeit t, und die Geschwindigkeits- 
ändening k während jeder Zeiteinheit. Unter diesen vier 
Grössen bestehen zwei Gleichungen 

1) c = kt, und 2) s = i k.fi, 
man kann also aus zweien jener vier Grössen die beiden übri- 
gen berechnen. Dazu sind nun entweder die Gleichungen 1) 
und %] unmittelbar tauglich, oder man hat aus ihnen vorläufig 



entweder k oder t zu elimiiureiiv Schafft man k fort, so ent- 
steht die Gleichung 

3) * = ^c.t, 
welche mit der vorhin gefundenen übereinstimmt ; wird aber 
der Werth von t aus 1) in 2) substituirt, so ergiebt sich 

*' • = ji 

welche, wenn man die GeschwindigkeU aus dem durchlaufenen 
Räume und der BeschlevAigung berechnen will, in die FcHrm / 

5) c =z v^2As 
gebracht wird. 

Es handelt sich oft darum ^ die Geschwindigkeitsändemng 
k während der Zeiteinheit zu bestimmen. Dazu dienen die aus 
1] 2) und 4) abgeleiteten Formeln 

welche häufig gebraucht werden. 

Geht die gleichförmig beschleunigte Bewegung nicht von 
der Ruhe aus, sondern hal der Körper die Aiifangsgescfawindig-^ 
keit Co, so finden folgende Beziehungen Statt. 

Die Geschwindigkeit c zu Ende der Zeit t ist jet^t 
7) c= Co + k.t, 
und der während d^ Zeit l durchlaufene Raum wird aus der 

Formel 

8) * = Co*+ **.<« 
gefunden* 

Eliminirt mm i «ufl diesen Gleichungen 7) und B) so be- 
kommt «lan . \r- , 

und wird aus ihnen k eUminirt, so ergibt sich 

10) . = ^^i 

In der gl^hförmig verzögerten Bewegung, deren Anfangs- 
geschwkMÜgkeit Oq '^^ ^'^ ^"^ ^1^)* ^^ 

11) ß = Co — */ 

12) $ = Col — ki.fi 



13) » - 



2k 
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14) . = (^' 

Die Gleichungen 9) und 13) zeigen, dass in jeder Bewe- 
gung/ deren Geschwindigkeit gleichförmig verändert wird, die 
halbe Differenz der Quadrate der Geschwindigkeiten an zwei 
verschiedenen Stellen der Bahn gleich sei dem Product der 
^ Geschwindigkeitsänderung während der Zeiteinheit , in den 
[^?7^^^,durchlaufenen Raum. Soll also, bei unverändertem Werthe des 
C^ *, ein in verzögerter Bewegung erlittener Geschwindigkeits- 
verlust durch beschleunigte Bewegung ersezt werden, so muss 
der Körper einen eben so langen Weg beschreiben wie der, 
auf welchem jener Verlust eintrat. 

Eben so ergiebt sich aus 10) und 14), dass der während 
der Zeit t durchlaufene Raum dem in gleichförmiger Bewegung 
während derselben Zeit mit einer Geschwindigkeit zurückge- 
legtem Wege gleich ist, die dem arithmetischen Mittel aus 
Anfangs- und Endgeschwindigkeit gleich komml. 

Der Werth der Geschwindigkeiteänderung h währ^d der 
Zeiteinheit stellt sich nach den obigen Gleichungen folgender* 
maassen dar: 

15) A = f=io, * = ?(f=£2?, * = fLz^" 
In den veraögerten Bewegung^en wird k neguliv. 

$. 10.; 

Man kann die voranstehenden Betrachtungen über die 
gleichförmige und ungleichförmige Bewegung geometrisch 
veranschaulichen, indem man auf einer geraden Unie AX; 
(Fig. 3), von A an Längen (Abscissen) abträgt, die den Zeiten 
i proportional sind, und rechtwinklig gegen AX Längen (Or- 
dinaten) wie AB^ PM ansetzt, die den Geschwindigkeiten pro- 
portional sind, welche zu. Ende dieser Zeiten t Statt finden. 
Ist die Bewegung gleichförmig, so hat man, weil hier die Ge- 
schwindigkeit unveränderlich ist, immer dieselbe Länge AB, 
PM an AX abzusetzen. Die Linie welche die Endpunele uller 
dieser Ordinaten AB, PM unter einander verbindet, ist eine 
gerade Linie BM, welche der 'Abseissenaxe AX parallel läuft. 
Der während der Zeit AP mit der Geschwindigkeit AB durch- 
laufene Weg ist demnach der Fläche ABPM proportional. — 
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Ist die Bewegung gleichförmig beschleunigt, d. h. nitafimt die 
Geschwindigkeit in gleichen Zeitintervallen nm gleich viel zu, 
so mässen die Ordinaten AB^ CD, EF (Fig. 4), die gleichen 
Längenunterschieden ÄC^ CE entsprechen, gleiche Differenzen 
darbieten. Die Linie BM wird jetzt elienfalls gerade, aber gegen 
die Abscissenaxe ÄX geneigt, indem sie sich von AX weiter 
entfernt, je weiter man auf ihr fortschreitet. Die Tangente des 
Winkels MBX stellt die Geschwindigkeitsänderung während der 
Zeiteinheit vor, denn man hat nach obiger Bezeichnung 

tangitfßX = —jp- = —f^ = *• 

Für gleichförmig verzögerte Bewegungen wird die Linie 
BM (Fig. 5) ebenfalls gerade, aber so geneigt, dass sie sich bei 
weiterem Fortgange auf AX, dieser nähert. — Ist endlich die 
Bewegung eine ungleichförmige, so wird die Linie BM eine 
krumme Linie, welche gegen die Abscissenaxe convex oder 
concav und zwar steigend oder fallend' sein wird, je nachdem 
die Bewegung ungleichförmig beschleunigt oder verzögert ist. 

$11. 

In allen diesen Bewegungen wird der während der Zeit 
AP beschriebene Weg durch die Fläche ABMP zwischen der 
Curve BMy den Endordinateir AB, PM und dem Abscissenstück 
AP vorgestellt. — Um diesen Satz zu beweisen, mag eine Be- 
wegung zu Grunde gelagt werden, in welcher die Geschvnn- 
digkeit in der Weise zunimmt, dass die Linie BM (Fig. 6) nach 
unten convex wird, da sich der Beweis für die anderen Fälle 
nicht wesentlich ändert. Es bezeichne QR einen kleinen Zeit- 
theil, QN die Geschwindigkeit zu Anfang, RN' die GescMvin- 
digkeit zu Ende dieses Zeittheils. Der während ^A wirklich 
durchlaufene Weg ist grösser als der mit der 'aufängBchen 
Geschwindigkeit QN beschriebene, und kleiner als der mit der 
Endgeschwindigkeit AiV' l)eschriebene Weg, d. h. grösser als 
derjenige welchen die Fläche des inneren Rechtecks QRNS, 
und kleiner als der, welchen das über die Curve BM hervor- 
tretende Rechteck ORUIf bezeichnet. Wird die ganze Zeit 
AP in eine sehr grosse Menge gleicher Theile eingetheilt, und 
beschreibt man über jeden 'diesjer Theile zwei solche Recht- 
ecke wie sie über ^/^'beschrieben sind: sJ ist der während 



der Zeit AP wirklich dttrchlftufene Wag* grösser, als der, 
welcher durch die Summe der inneren Rechtecke dai^estellt 
wird, und kleiner als der durch die Summe der vortretenden 
Rechtecke bezeichnete. Nimmt man nun die Theile auf AP 
immer kleiner, so nähert sich die Vorstellung der auf einander 
folgenden gleichförmigen Bewegungen immer mehr dar voraus- 
gesetzten ungleichförmigen Bewegung; zugleich aber nähert 
sich in demselben Maasse die Summe der inneren wie der vor* 
tretenden Rechtecke immer mehr der Fläche ABPM\ d. h. diese 
Fläche ABPM ist der geometrische Repräsentant des in der 
ungleichförmigen Bewegung durchlaufenen Weges. 

§ 12. 

Die vorstehende geometrische Nachweisung des während 
der Zeit t durchlaufenen Weges in der Fläche ABPMj giebt 
zu einigen Anwendungen Veranlassung. 

In der gleichförmig beschleunigten Bewegung bezeichne 
(Fig. 4) AP = t die Zeit, ABc=Cq die anfängliche Geschwin- 
digkeit, Ä = tangJI!fßX die Geschwindigkeitsänderung während 
der Zeiteinheit, PM z=c=Cq + kt die Geschwindigkeit zu Ende 
der Zeit t: so ist der während der Zeit t durchlaufene Weg s 
durch das Trapez ABPM vorgestellt; man hat also 

. = (€+f^.AF od« 

wdche Formel mit der oben gefundenen übereinstimmt«. 

Ebenso ist in der gleichförmig verzögerten Bewegung, 
wenn (Fig. 5) AB = Cq die anfängliche Geschwindigkeit be^ 
deutet und c = c^— *f = PM die Geschwindigkeit am Ende 
der Zeit i = AP vorstellt, der während dieser Zeit / durch- 
laufene Weg $ durch das Trapez ABPM bezeichnet 



=(^^. 



s = { — 4- — J. AP oder 



Ma« sieht hier zugleich aus der Formel 
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dasd in der gleiehfönnig besobleui^ea imd verzögerten Bew 
weguQg ein wfthrend der Zeit / durcUaafener Weg eben so 
berechnet werden kann wie in der gleicbförmigen Bewegung, 
wenn matt da^ arithmetische Mittel aus Anfangs^ und Endge- 
schwindigkeit dabei m Grunde legt. — Auch zeigt sich aus 

Fig. 4 der Werth von k=:tangMBR = ^£ zunächst =: , 

BR i 

dann, wenn RM = « • gesetzt wird, * = — -^ , und 

oR (* 

2.APMB , . . • RMCÄB^PM) 
wenn man BR = j^-j^j^ substUmrt, * = -^XpmT^ 

= X =^ — -x — , welche Fonneln mit 15) 

$. 9 übereinstimmen. 

Nimmt man endlich den Zeittheil (Fig. 6) QRs=:dt unend- 
lich klein an, für welchen die Geschwindigkeit c = QN sein 
mag, so ist das an QR liegende Flächenelement ds:^c.dt, also 
die Geschwindigkeit c in der ungleichförmigen Bewegung 
ds 

und die Summe aller Flächenelemente d$ über 4Pi d. h. der 
in der Zeit AP durchlaufene Weg ist nach der in der Diffe- 
rentialrechnung üblichen Bezeichnung , ^ -...:. ;^.- :.^ ..-^.V.. . .^/ 

-"' - Or'^-v^ r^ r^ ^ 



Vofi den mecbaniscben Kräften. 

$. 13. 
Der Begriff einer mechanischen Kraft gehl von einer aU.« 
gemeinen Eigenschaft der Materie aus^ die manBeharrungs-» 
vermögen auoh wohl Trägheit %\x nennen pflegt. Nach 
dieser Eigenschaft kann ein Köiper den Zustand der Ruhe odei^ 
Bewegung, in welchem er sich befindet, aus eigner Thätigkett 
nicht abänd^rn. Rulit 4er Körper, und ist er sieh settstüber^ 
lasseil; so verharrt er in der Ruhe; bewegt s^h hingegen der 
Kipper ohne eine iussere Einwirkung zu erleiden^ so ändert 

Dlrick, LcWb.a.Meeh. O 



18 

sich nichts in dem Zustande seiner Bewegung, weder die Rich- 
tung derselben, noch die Geschwindigkeit, d. h. seine Bewe* 
gung ist geradlinig und gleichförmig. 

Mechanische Kraft oder Kraft schlechthin bezeichnet nun 
jede äussere Ursache, die entweder einen ruhenden Körper in 
Bewegung versetzt, oder die Richtung oder die Geschwindig- 
keit eines bewegten Körpers, oder beide zugleich abändert« 
Man kann auch sagen: Kraft sei jede äussere Ursache welche 
das Beharrungsvermögen überwindet. 

Da die Kräfte nur nach ihren Wirkujigen beurtheilt wer- 
den, so vergleicht man dieselben unter einander nach den Ge- 
schwindigkeiten, welche sie in gleicher Zeit entweder demsel- 
ben Körper oder Körpern gleicher Masse mitgetheilt haben, 
wobei vorausgesetzt wird, dass die Moleküle des einen Kör- 
pers mit demselben Beharrungsvermögen begabt sind, wie die 
eines anderen Körpers. Zeigt sich also, dass eine Kfaft wäh- 
rend einer gewissen Zeit einer Masse die n fache Geschwindig- 
keit mitgetheilt habe, so ist sie n Mal so gross als die Kraft, 
welche derselben Masse in derselben Zeit die einfache Ge- 
schwindigkeit ertheilt hat. 

Bei manchen Untersuchungen über Kräfte kommt die nö- 
thige Dauer ihrer Wirkung, um einer Masse Geschwindigkeit 
mitzutheilen, nicht weiter in Betracht; es wird nur bei ihrer 
Vergleichung mit anderen Kräften immer gleiche Wirkungsdauer 
vorausgesetzt. Solche Fälle sind z. B. diejenigen, wo nach 
einer sehr kurzen Wirkungsdauer der Kraft, eine beträchtliche 
Geschwindigkeit der Masse hervortritt. — Man hat daher mo- 
mentan wirkende Hräfte von continuirlich wirkenden unterschie- 
den, indem man bei jenen mehr auf die am En<(e. ihrer Wirkungs- 
dauer eintretende Geschwindigkeit achtet, bei diesen aber sein 
Augenmerk vorzüglich auf die Geschwindigkeitsänderungen 
richtet, welche die Masse, auf welche die Kraft thätig ist, wäh- 
rend der Wirkungsdauer erleidet. Eine wesentliche Unterschei- 
dung besteht hier also nicht, und es giebt auch in der That 
keine Kraft, welche um eine Geschwindigkeit hervorzubringen 
nicht einer gewissen wenn auch sehr kurzen Zeit bedürfte. 
Man kann aber Grund haben, auf diese Wirkungsdauer keine 
Rücksicht zu nehmen und sie fär mehre Kräfte gleich voraus- 
zusetzen. Die Kräfte bei zwei gleichen Massen werden alsdann 
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den Geschwindigkeiten proportional gegeixt, die sie in den 
Massen erzeugten. Bezeichnen also p und p zwei Kräfte, 
welche während gleicher Zeit in zwei gletehen Hassen die 
Geschwindigkeiten o und c hervorbrachten, so ist 

1) p : !>' s= : c . 

Es folgt hieraus femer, dass wenn zwei Kräfte in ver- 
schiedenen Massen gleiche Geschwindigkeiten erzengten, die 
Kräfte im Verhähniss der Massen zu einander stehen müssen. 
Verhalten sich nämlich die Massen wie m : ii, so ist der 
mte Theil der einen Masse eben so gross wie der Ate Theä 
der anderen^ Wir wollen einen solchen Theil durch ft, be- 
zeichnen. Nun sind offenbar zwei Kräfte einander gleich, 
welche derselben Masse /» einerlei Geschwindigkeit beilegen. 
Nennt man diese Kraft % so wird die Kraft mtp erfordert, um 
die Masse m/n in dieselbe Geschwindigkeit zu versetzen; und 
die Kraft nq> ist nöthig, um der Masse ii/i die gleiche Geschwin- 
digkeit zu ertheilen. Jene beiden Kräfte verhalten sich also 
zu einander wie mrp : ntp d. h. wie m : n. Bezeichnen demnach 
p und p' zwei Kräfte die in gleicher Zeit den Massen tn und 
m gleiche Geschwindigkeiten ertheilen, so ist 

2) p : p ^=1 m : m\ 

Man habe jetzt zwei Kräfte P und P' durch welche die 
Massen Jlf und M' in gleicher Zeit die Geschwindigkeiten C 
und C erhalten haben. Sie lassen sich beide mit einer drit- 
ten Kraft n vergleichen, welche der Masse M die Geschwin- 
digkeit C' mittheilt. Nun ist nachl) 

L — ^ 
n ~ C 



und nach 2) 



— — 1 

p' "" r* 



Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so 
ergiebt sich 

Sieht man also bei Beortheihing zweier Krfifte allein auf 
die Gesckwindigkeiten welche sie zweien Massen mittbeiKeii, 
ohne die Vorgünge in den BewegungsSndeningen während d«r 

2» 
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gleichen Wirkangsdtüer der Krftfle zu berücbicbtigen , sd 
werden die Kräfte den Prodncten der Massen in dietSesohwin-^ 
digkeiten, weiche die Massen erlangt haben, propoitional 
gesetzt. Ein solches Product der Masse in ihre Geschwindig-* 
keit wird Quantität der Bewegung des Körpers genannt, 
der diese Geschwindigkeit erlangt hat. 

Will man die Bewegung dieses Körpers durch die entge- 
gengesetzte Bewegung eines anderen Körpers aufheben, so 
muss dieser die gleiche Quantität der Bewegung haben. Die 
Quantität der Bewegung ist hiemach zugleich der Maassstab 
für die Wirkung eines Körpers auf andere Massen. Um sie 
durch fahlen auszudrücken, wird die Quantität der Bewegung 
des Körpers als Einheit angenommen, dessen Masse = 1 und 
dessen Geschwindigkeit ss 1 ist. 

S. 14. 

Wenngleich es oft hinreicht, nur die Geschwindigkeit zu 
kennen, welche eine Masse durch die Wirkung einer Kraft 
nach einer kurzen Zeit, auf deren Dauer es übrigens dabei 
nicht weiter ankommt, angenommen hat: so ist es doch in 
den meisten Fällen ungleich wichtiger, die Vorgänge zu be- 
achten, welche während der ununterbrochenen Wirkung der 
Kraft in der Bewegung auftreten. Diese Vorgänge bestehen 
bei geradlinigen Bewegungen, von denen hier die Rede ist, 
allein in Geschwindigkeitsänderungen, wodurch die erlangte 
jedesmalige Geschwindigkeit entweder vergrössert oder ver- 
mindert wird. Im ersten Fall heisst die Kraft eine beschleuni- 
gende, im letztem hingegen eine verzögernde Kraft. 

Sobald in freien Bewegungen die Geschwindigkeitsände- 
rangen aufhören, ist keine Kraft mehr thätig, denn die gleich- 
förmige Bewegung ist dem Beharmngsvermögen des Körpers 
zuzuschreiben. 

Sollen die Geschwindigkeitsändemngen, welchfe eine Kraft 
in einer gegebenen Masse hervorbringt, untereinander ver- 
gleichbar werden, so müssen sie für gleiche Zeittheile gelten. 
Es kann nun entweder angenommen werden, dass die in glei- 
chen auf emander folgenden Zeittheilen erzeugten Geschwin- 
digkeitsfinderangen unter einander gleich, oder dass sie von 
Mäander verschieden sind. Im ersten Falle heisst die Kraft 
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eine constante^ im andern dagegen eine veränderlichst 
Eine constante Krail bringt also Geschwindigkeitsändeningen 
hervor, die ihrer Wirkungsdauer prqiortional sind. Bezeichnet 
demnach k die von einer constanten Kraft in einer gegebenen 
Masse während der Zeiteinheit erzeugte Geschwindigkeitsände- 
rung, so ist kt die von ihr während der Zeit t hervorgebrachte 
Geschwindigkeitsänderung, wobei man das t beliebig gross oder 
klein nehmen darf. Die durch die Wirkung dieser Kraft her- 
vorgebrachte Bewegung ist eine gleichförmig beschleunigte 
oder gleichförmig verzögerte, je nachdem die Kraft in der 
Richtung der Bewegung oder nach entg^engesetzter Richtung 
thätig war, also die Geschwindigkeit vermehrte oder ver- 
mindertet 

$. 15. 
Zwei constante Kräfte werden für gleiche gehalten, wenn 
sie in gleichen Massen während gleicher Zeiten gleiche Ge- 
schwindigkeitsänderungen hervorbringen. Erzeugen sie ab^ 
unter denselben Umständen verschiedene Geschwindigkeits- 
änderungen, so werden sie diesen Geschwindigkeitaänderungen 
proportional gesetzt. Man nennt nun die während der Zeit- 
einheit von einer constanten Kraft herrührende Geschwindig«r 
keitsänderung Beschleunigung, und setzt demgemäss zwei 
constante Kräfte die auf gleiche Hassen wirken, den Beschleu» 
nigungen proportional, welche sie in diesen Massen hervoir- 
gebracht haben. Die Beschleunigung ist negativ und heisst 
Verzögerung, wenn die Geschvrindigkeit vermindert wird. 
Sind also P und P* zwei Kräfte, k und k' die von ihnen in 
gleichen Massen erzeugten Beschleunigungen, so hat man 

1) P : F = k : k\ 
Wenn aber zwei constante Kräfte in verschiedenen Massen 
gleiche Beschleunigungen hervorbringen, so werden die Kräfte 
diesen Massen proportional angenommen. Sind also P und F 
zwei constante Kräfte, die den Massen m und tn gleiche Be- 
schleunigungen ertheilen, so ist 

.2) P : F = m : m\ 
Hieraus ist leicht zu seUiessen dass zwei Kräfte P wd P\ 
die den Massen m und tri' die Be^chleuniguvgi^n k und k' er^r 
theilen, sich im zusammengesetzten YerbUltiiiiiffte d^i^Masfff^ 



ttnd der Beschleunigungen befinden, d. h. dass 

P ifi * . 
^) P'^m'k' «»• 
Man nimmt nun unter den continuirlich wirkenden constanten 
Kräften diejenige als Krafteinheit an, welche der Masseneinheit 
die Beschleunigung =1 ertheilt. Würde also z. B. ein Kilo- 
gramm als Hasseneinheit und ein Meter als Längeneinheit an- 
genommen, so wäre diejenige Kraft die Krafteinheit, welche 
einem Kilogramm in jeder Secunde des mittleren Sonnentages 
die Geschwindigkeitsänderung von einem Meter zu ertheilen im 
Stande ist, und auch wirklich ertheilt, in so fern die Masse 
sich frei bewegen kann. Setzt man nun in 3) mit m' = 1 und 
k' s=il zugleich P' = 1 , so stellt sich als das Maass einer 
continuirlich wirkenden constanten Kraft P der Ausdruck 

4) Pz=zm.k 
dar. Demnach wird unter einer constanten Kraft das Product 
einer Masse in die Beschleunigung verstanden, welche die 
Masse von dieser Kraft empftingt, insofern sie keinen äusseren 
Widerständen ausgesetzt ist. Dieses Product, also auch die 
constante Kraft, deren Maass es ist, wird in der Mechanik 
unter den Namen bewegende Kraft oder Druck verstan- 
den. Das Maass einer constanten Kraft ist hiernach die Quan- 
tität der Bewegung, welche die Kraft einer Masse in der 
Zeiteinheit mittheilt. 

Aus 4) ergeben sich unmittelbar die Formeln 

5) «=f 6) *=^, 

welche die Masse aus dem Druck und der Beschleunigung, 
und die Beschleunigung aus dem Druck und der Masse nach- 
weisen. 

Will man als Einheit des Drucks denjenigen annehmen, 
welcher der Masseneinheit die Beschleunigung g ertheilt, so 
hat man nach 3) 

9 
zu setzen. 

Die Gleichung 4) nimmt noch andere Formen an, wenn 

man darin fiir k einen der obigen Werthe (Nr. 6 $. 9) substi- 

fuirt. Es zeigt sich dann 



ö) P = «.- = m-^ =m.-, 

WO fii die Hasse bezeichnet^ welche von dem Zustande der 
Ruhe aus durch den I^ck P in gleichförmig beschleuiyigle 
Bew^[ung g^iith; $ ist der während der Zeit / durchlaufene 
Raum und c die in derselben Zeit erlangte Geschwindigkeit — 
Wenn aber zu Anfang der Zeit t die Geschwindigkeit = Cq 
war^ so gelten die Gleichungen 

yj i* — w. — ^ I». — ^^^ — —m. — ^j— , 

welche aus den Werthen von h (Nr. 5 $.9) hervorgehen. 

Zwei bewegende Kräfte verhalten sich hiernach tsi ein- 
ander wie die Producte der Massen in die während gleicher 
Zeiten erlangten Geschwindigkeiten (Quantitäten der Bewegung], 
oder wofern die Bewegung von der Ruhe ausging , wie die 
Producte der Massen in die während gleicher Zeiten durch- 
laufenen Räume, oder in die Quadrate der durch gleiche 
Raumbeschreibungen erlangten Geschwindigkeiten. 



§. 16. 
Wemi eine Masse, welche die Geschwindigkeit =a be- 
sitzt, zu gleicher Zeit mnen Druck und Gegendruck erleidet, 
so ist ihre Geschwindigkeitsänderung der Differenz der Ge- 
schwindigkeitsänderungen gleich, welche der Druck und der 
Gegendruck für sich allein bewh'kt haben würde. Es findet 
also keine Geschwindigkeitsänderung Statt, und die Masse be- 
hält ihre gleichförmige Bewegung sobald der Druck dem Ge- 
gendruck gleich ist. Ist der Gegendruck stärker als der Druck, 
so entsteht eine verzögerte Bewegung. Ist dagegen die Ge- 
schwindigkeit a = , d. h. befindet sich die Masse in Ruhe, 
so wird sie im Ruhestande verbleiben, obschon eine bewegende 
Kraft auf sie wirkt, wenn der Gegendruck dem Drucke gleich 
ist Diesen Gegendruck mnss z. B. die horizontal gehaltene 
Hand ausüben, wenn sie eine auf ihr ruhende Hasse am Her- 
abfallen hindern will. Von diesem Beispiel ist der Namen 
Druck statt des Ausdrucks bewegende Kraft oder Kraft 
schlechthin entlehnt 
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J. 17. 

Die Formel 8) P = — liefert den Zusammenhang zwischen 

den Druck P und der von ihm in der Zeit t hervorgebrachten 
Quantität der Bewegung. Kennt man also die Grösse der 
Druckkraft P und die Zeit ihrer Wirkung /, so hat man auch 
die von ihr am Ende dieser Zeit hervorgebrachte Quantität 
der Bewegung, nämlich 

me =z P.t 
Man sieht dass eine Kratt mit desto grösserer Stärke gewirkt 
haben muss, in je kürzerer Zeit sie einer Masse tn die Ge- 
schwindigkeit c mitgetheilt hat. Hat z. B. eine Flintenkugel 
von ^if Kilogramm Masse, die Geschwindigkeit ±:±:420 Meter 
erhalten, so ist 

P.t^ tV.420, 
woraus P. bekannt wird wenn man / weiss. Wäre t = Tjtr 

42000 

Secunde, so würde P= -— z=z 1050 Dnickeinheiten betra- 
gen, welche denselben Druck ausüben wie ein Gewicht von etwa 
105 Kilogrammen. 

WC* 

Auf gleiche Weise lässt sich die Formel 8) P= — dazu 

benutzen , um die Grösse des nöthigen Widerstandesr oder 

Gegendrucks zu bestimmen, damit die Q0schwind%keit c ein^ 

Masse m,. während sie sich durch den Raum « bewegt) wieder 

aufgehoben werde. Schlägt z. B. die eben erwähnte Flinten^ 

kugel von ^ Kilogramm Masse mit der Geschwindigkeit s» 420 

Meter in eine Bohle zwei Centimeter tief ein, und darf man 

den Widerstand der Bohle als gleichmässig annehmen, so be* 

trägt derselbe 

Jjr.4202 4202.100 ,,^^,^ 

Druckeinheiten, welche einen eben so grossen Druck ausüben 
wie ein Gewicht von 11236 Kilo^amm. 

Die Übereinstimmung des Maasses für die sogenannten 
momentan wirkenden Kräftej, bei denen nur auf die Bndwir- 
kung gesehen wird^ mit dem Maasso für die cantinUirlioJb wir«» 
kenden Kräfte, bei denen die Wirkung während ihrer Tbätigkeit 
in Betracht kommt, zeigt sich folgendermaassen. 



Haben zwei Kritfte P und P' während gleicher Zeit i in 
den Massen m und m'^ die Geschwindig^eiteil e und c' her- 
vorgebracht, so ist 

m.c = P.i und »'»©' 5= i*'.l 

Hieraus folgt -^ = -. Die Kräfte verhalten sich also wie 
in c P^ 

die von ihnen herrtthrenden Oaaniitfiten der Bewegung^ wo- 
fern sie während gleicher Zeit gewirkt haben. Sind die Kräfte 
JP und P' einander gleich, so smd es auch diese Quantitäten 
der Bewegung. 

Von der Sehwerkraft. 

S. 18. 
Die Schwerkraft üeigt sich am einfachsten in dem freien 
Herabfallen der Körper wie wir es an der Erdoberfläche wahr- 
nehmen. Sie ist ihrem Haupttheile nach die Wirkung der 
Anziehung der Erde auf die Körper, welche durch die Cen- 
trifugalkraft, die aus der Umdrehung der Erde um ihre Axe 
I entspringt, wenig abgeändert wird *). Die Richtung der Schwere 

1 wird durch die Bewegung eines frei herabfallenden Körpers, 

oder durch einen am oberen Ende befestigten, am unteren 
Ende belasteten Faden, nachdem er zur Ruhe gekommen ist^ 
bezeichnet. Man nennt diese Richtung die verticale, und 
jede gerade Linie oder Ebene, welche rechtwinklig gegen sie 
liegt, heisst horizontale Linie oder Ebene. — Die Beschaf- 
fenheit und Stärke der Schwerkraft ergiebt sich aus den Eigen- 
schaften der durch sie hervorgebrachten Bewegung. Nun lehrt 
^ die Erfahrung, dass die fm fallenden Körper, so weit nämlich 

^ die Beobachtungen d^selben reichen können, eine gleich- 

' förmig beschleunigte Bewegung haben. Hieraus folgt 

sogleich, dass die Schwerkraft eine constante Kraft sei. Die 
Geschwindigkeitsänderung der frei fallenden Körper ist, den 
Versuchen zitfolge, während jeder Secunde =r 9^1163 Meter 
s 30,2046 Parisei* Fuss = 33,5906 Hannoversche Puss. Wird 
also die mittlere Zeitsecunde ab Einheit angenoinm^n, so ist 
die Beschleunigung der frei fallenden Kdrper r=: 9'*,81163, 
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wenn der Meter die Längeneinheit ist. Diese Beschleanigung 
wird in der Folge durch den Bnchstaben g bezeichnet wer- 
den. Ist der hannoversche Fuss die Längeneinheit, so hat 
man g = 33,5906 zu setzen. 

Die Gesetze der Fallbewegung sind dem Vorstehenden 
gemäss durch die nachfolgenden Gleichungen gegeben, für 
welche zunächst die Anfangsgeschwindigkeit co == genommen 
ist; e bedeutet die nach t Secunden erlangte Geschwindigkeit^ 
und j den in t Secunden durchlaufenen Raum. Man hat also 
nach §. 9 

1) c =gt, 2) s^igfi. 

Hieraus folgt, wenn man / eMonnirt, 

3) « = ^, 4) c = yTig* 

und wenn aus 1) und 2) g eliminirt wird, 

5) « = Y» 6) ^ = y 

Endlich bekommt man aus 1), 2) und 3) die folgenden Werthe 
der Beschleunigung 

7) , = |, 8) i, = ^, 9) ir = ^. 

Hätte man einem Körper nach verticaler Richtung von oben 

nach unten die Geschwindigkeit = a ertheilt, und ihn nun der 

freien Wirkung der Schwere ausgesetzt: so würde, wenn c 

die Geschwindigkeit nach / Secunden, und s den während 

dieser Zeit durchlaufenen Fallraum bezeichnen 

10) c = a + gt, 11) s = at + \gfi 
sein. 

Wenn hingegen ein Körper mit der Geschwindigkeit = a 
vertikal aufwärts geworfen und der freien Wirkung der Schwere 
ausgesetzt wird, so finden die Gleichungen 

12) c =i a — gt, 13) s = ai — yp 
Statt. 

Anmerkung. Pendelversuche haben gelehrt, dass die 
Schwere an verschiedenen Stellen der ErdoberSäche streng 
genommen nicht als eine constante Kraft anzusehen ist. Die 
Beschleunigung g hängt von der Polhöhe des Orts ab. Der 
oben angegebene Werth des g gilt für Göttingens Polhöhe; 
für die Polhöhe s: f> berechnet man den W^h von g in 
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Metern nach der Formel 

g iss 9^80588 (1 — 0,002S95 . cos 2^). 
Ansserdem hängl der Werth von g unter derselben PoIbMie 
von der Höhe des Orts Über dem Meere ab. Denn die 
Schwere nimmt mit dem Quadrat der Entfernung vom Mittel- 
punct der Erde -ab. Nennt man also g die Beschleunigung 
am Meere, g' die Beschleunigung in der Höhe k über dem 
Meere, r den Radius der Erdkugel, so ist 

9' _ r^ 

9 ~ (r + hf 
Inzwischen sind die hieraus für die Beschleunigung entstehen- 
den Änderungen so unerheblich, dass sie in der technischen 
Mechanik ganz unberücksichtigt bleiben. Denn der Werth von 
g ist unter dem Pole etwa um ^^ seines Werthes grösser als 
unter dem Äquator, und auf Bergen, eine Meile hoch über 
dem Meere etwa um -g^ kleiner als am Meere. 

Es kann noch bemerkt werden, dass die Schwere im 
Innern der Erde mit dem Abstände des Orts vom Mittelpunct 
der Erde abnimmt Ist also A die Tiefe eines Orts unter dem 
Meeresspiegel, g" die Beschleunigung der Schwere daselbst, 
so hat man 

9 r ' 

Auch auf diese Änderung des g wird selten Rücksicht ge- 
nommen. 

§. 19. 
Der Schwerkraft sind alle Körper, welche materielle Be- 
schaiTenheit sie auch haben mögen, auf gleiche Art unterwor- 
fen d. h. jeder Körper bekommt, wofern keine Widerstände 
vorhanden sind, dieselbe gleichförmig beschleunigte Bewegung 
mit dem nämlichen Werthe der Beschleunigung. Femer lehrt 
die Erfahrung, dass die Grösse der Masse des Körpers keinen 
Einfluss auf diese Beschleunigung ausübt. Die Schwerkraft 
wirkt auf jedes materielle Theilchen eines Körpers in dersel- 
ben Art; jedes nimmt die Beschleunigung ^t=. g an. Demnach 
ist> ($. 15] die bewegende Kraft oder d^ Druck dnes Körpers 
von der Masse =s m, wenn er die freie Wirkung d^ Schwere 
erleidet, nach v^rticaler Richtung von oben nach unten 
= m.g. 



Diese bewegende Kraft oder dieser Druck wird das Ge«* 
wicht des Körpers genannt Das Gewicht eines Körpers übt 
also ebien g Mal so grossen Druck aus, als derselbe Körper 
ausübm würde , wenn er nnter dem Einfluss der Beschleuni- 
gung s=s 1 stände; oder einen m.g Mal so grossen Druck als 
die Kraft- oder Druckeinheit (f. 15). Will man eine AnzahJ^ 
Krafteinheiten r= mk auf Gewichtseinheiten reducireUi so hat 
man sie durch g zu dividiren. Die Kraft f»4r in Gewichtsein- 

mk 

heiten ausgedrückt ist also = — . 

9 

S. 20. 

Bezeichnen p und p' die Gewichte zweier Körper, deren 

Massen m und ni sind, so hat man p t=: m.g und p' rr m.g. 

Insofern nun g in beiden Gleichungen denselben Werth hat, ist 

p : p' = ift : m' 

d.h. die Gewichte zweier Körper sind deren Massen 

proportional. Dieser Satz giebt ein einfaches Mittel, um 

das Versältniss zweier Massen gegeneinander durch Abwägung , 

zu bestimmen. 

p 
Die Gleichung p = m.g liefert noch die Masse m = — , 

und den Ausdruck « r= £.. 

m 

Das Gewicht eines Körpers, dessen Volumen = 1 ist, heisst 

specifisches Gewicht des Körpers. Ist also die Masse 

derselben = m , das Volumen = t> , das Gewicht == p , und 

das specifische Gewicht = a, so zeigt sich die Gleichung 

da nun — die Dichte d des Körpers bezeichnet ($. 1) so hat 

man auch 

g =; d,g* 

In Folge dies^ Ausdrücke stehen die specifischea (Gewichte 
zweier Körper im direclen Verhdltniss ihrer Gewichte oder ih- 
rer Massen, und im umgekehrten Verhältniss ihrer lahalte^ oder 
im direkten Verhdltniss ihrer Dichten zu einander, w^ofem die 
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Beschlettnigung der Schwerkraft als u&Teränderlieh aAgesehen 
werden darf. 

$. 21. 

Die Gesetze der Fallbewegung lassen sich an der Atwood- 
schen FallmaschinC; an welcher die Beschleunigung hinreichend 
klein angeordnet werden kann^ um die Fallbewegung aus massi- 
gen Höhen bequem und scharf beobachten zu können, leicht 
nachweisen. Die wesentlichen Theile dieser Vorrichtung (Fig. 7) 
bestehen in einer verticalen, nach Einern beliebigen Längen- 
maasse eingetheilten Säule, die ein leichtes und leicht dreh- 
bares Rad trägt, übet dessen Umfang ein biegsamer Faden 
oder Draht läuft, dessen beide Enden zwei gleiche Massen 
P tragen. An diese Massen P ist ein zweiter Faden (Gegen- 
faden) gehängt, damit in jeder Lage der beiden Massen P auf 
beiden Seiten des Rades immer gleiche Massen herabhängen. 
Die Masse des Fadens und Gegenfadens, ja selbst die des Ra- 
des wird gewöhnlich nicht weiter berücksichtigt, eben so we- 
nig die Axenreibung und der Widerstand des Fadens gegen 
seine Umbiegung am Umfange des Rades, welche bei vollstän- 
diger Beachtung aller Umstände freilich mit in Rechnung ge- 
zogen werden müssten. — In diesem Zustande befinden sich 
die beiden Massen *P in Ruhe, und man stellt sie so gegen die 
Säule dass ein bei Ä angebrachtes Zeichen dem NuUpuncte 
der Theilung an der Säule gegenüber steht. 

Wird nun der Masse P bei A ein Gewicht aufgelegt, so 
gerathen beide Massen P nebst Fäden uud Rad in eine gleich- 
formig beschleunigte Bewegung, deren Beschleunigung k von 
dem Yerhältniss der Masse p dieses Gewichts zu der ganzen 
in Bewegung kommenden Masse abhängt. Denn die bewegende 
Kraft ist, da die Gewichte der Massen P und der Fadentheile, 
welche auf beiden Seiten des Rades herabhängen, sich gegen- 
einander aufheben, allein das Gewicht p.g der Masse p. Da 
sich aber auch die bewegende Kraft aus der wirklichen Bewe- 
gung der Massen erkennen lässt, so wird dieselbe wenn f die 
Masse des Fadens und Gegenfadens, r die Masse des Rades ^ 



*) E» ist tireng genommen nickl die Maate des Radei, sondern dio 
auf den Umfang des Rades red ucirle Masse deiselben, wie spAler gA^eigl 
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und k die BescUeunigiuig der eintretenden Bewegung bezeich- 
net, auch nach $.15 durch 

k.(2P + f + r +p) 
vorgestellt Man hat daher die Gleichung 

p.g=^ k(aP + f+r + p) 
aus welcher 

1) * = ti ' 

und 2) p = j^^.+ r+r)* 

ff — k 
folgt. 

Hiernach kann durch geschickte Wahl des p bei gegebe- 
nem P der Werth der Beschleunigung k so bestimmt werden, 
dass eine hinreichend langsame gleichförmig beschleunigte Be- 
wegung entsteht, die sich leicht beobachten lässt. 

Die Gleichungen dieser Bewegung sind, wenn c die am 
Ende der Zeit / erlangte Geschwindigkeit und $ den während 
dieser Zeit durchlaufenen Raum bezeichnen 
c = kt und * = 4*./« 

Die Beobachtungen werden der letzten Gleichung zufolge 
gewöhnlich so angeordnet, dass sie zur Bestätigung des Ge- 
setzes dienen, nach welchem die durchlaufenen Räume sich 
wie die Quadrate der zugehörigen Zeiten verhalten. Auch 
lässt sich leicht eine Vorrichtung anbringen, um das aufgelegte 
Gewicht p in einem beliebigen Zeitpuncte von P abzuheben. 
Von diesem Augenblick angerechnet verwandelt sich die be- 
schleunigte Bewegung in Folge des Beharrungsvermögens der 
bewegten Massen in eine gleichförmige; und man kann nun 
an der Säule beobachten, dass der während der Zeit t in gleich- 
förmiger Bewegung durchlaufene Raum zwei Mal so gross ist, 
als der Raum welcher in der vorangegangenen gleichförmig 
beschleunigten Bewegung während der gleichen Zeit t durch- 
laufen wurde. 

Dass man bei allen diesen Versuchen mit einer guten Uhr 
versehen sein müsse versteht sich von selbst 



wird. Bef etMm sehr leicktca JorobbrodMaen Rade itl abev dieaer 
Ikilericbied .niehc erbcbUch. 
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Von *d«r Arbeil einer Kraft. 

S 22. 

Der Begriff der mechanischen Arbeit ist wohl zunächst 
von der körperlichen Anstrengung der Menschen oder Thiere, 
welche einen Zog oder Druck gegen bewegte Massen ausüben^ 
dann aber auch von der Wirkung der Maschinen entlehnt 
Diese kann ebenfalls immer darauf zurückgebracht werden, 
dass ein gegebener Widerstand überwunden wird d. h. dass 
ein Druck oder Zug ausgeübt wird, uni dabei in Folge dessel« 
ben der Angriffspunkt dieses Druckes oder Zuges nach .desseji 
gichtmjr einen gewissen Weg beschreibt. Wird von einer 
Kraft nur ein Druck ohne Bewegung hervorgebracht, so mag 
dazu eine gewisse Thätigkeit in Anspruch genommen werden 
z. B. wenn Jemand eine Last oder ein Gewicht unterstützt 
ohne dasselbe zu bewegen; aber man sagt nicht, dass die Kraft 
arbeite; manche nennen vielmehr die Kraft in diesem Falle eine 
todte Kraft. Wird dagegen ein Gewicht von einer Kraft ver^ 
tical aufwärts gehoben, oder iU>erhaupt eine Masse durch sie 
in Bewegung versetzt, oder, die vorhandene Bewegung abgeftn« 
dert, so sagt man^die Kraft arbeite. 

Zur mechanischen Arbeit einer Kraft gehört demnach im- 
mer dreierlei: 1) die Ausübung eines Drucks und 2) in des- 
sen Folge eine Bewegung dea Angriffqiuncts des Drucks nach 
der Richtung desselben. . Findet die Bewegung nach der 
entgegengeseilzten Seite des Drucks Statt, so heisst die Arbeit 
eine negative. 

Die Bewegung des Angriffapunets des Drucks nach der 
Richtung desselben kann eine gleichförmige^ eine verzögerte, 
oder eine beschleunigte Bewegung sein. Da abor jeder sol- 
cher Druck gegen eine bewegliche Masse Geschwindigkeitsver- 
mehrungen erzeugt, so müssen in den beiden ersten Fällen 
Widerstände vorausgesetzt werden, die einen Gegendruck aus- 
üben, welcher, wenn gieichförraige Bewegung eintritt, die von 
dem Druck herrührenden Gesehwindigkeitsvermehrungen untin«* 
terbrochen aufhebt, also diesem Druck selbst gleich ist; wenn 
aber verzögerte Bewegung eintritt, so muss der Gegendruck 
grösser sein als der Druck. Im Fall eine beschleunigte Be- 
wegung eintritt, besteht entweder gar kein Gegendruck, oder 
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wenn er vorhanden sein sollte, so ist ^* kleiner als der Dmck. 
Die eintretende Beschleunigung ist dann Folge des Überschus- 
ses des Drucks über den Gegendruck. 

§. 23. 
Bei der Vergieichung der Arbeiten zweine Kräfte setzen 
wir zuerst eine gleichförmige Bewegung des Angriflbpunkts 
voraus. Der ganze Druck oder Zug ist nun zur Uebennrni- 
düng der Widerstände oder des daraus erfolgenden Gegen- 
drucks verwendet Solche Arbeit wird ausgeführt wenn Ge- 
wichte hu die Höhe gehoben werden. Offenbar sind zwei AI'* 
..:;/ 4<^.w:. beitoi, für gleiche zu achten^ durch welche dasselbe Gewicht 
„../.«.i.^aX.v^ auf gleiche Höhe gehoben ist Wenn aber dasselbe Gewicht 
*^'^ ^' ''^^ "auf verschiedene Höhen, oder verschiedene Gewichte auf 
^ .,, "'"gleiche Höhen gehoben sind, so werden die dazu in Anspruch 
genommenen Arbeiten für verschiedene gehalten. Die Arbeit 
welche 200 Kilogramm auf 2 Meter hob, ist zwei Mal so gross 
als die welche 200 Kilogramme auf 1 Meter gehoben hat* 
Eben so ist jene Arbeit zwei Mal so gross als die, welche 
100 Kilogramme auf 2 Meter hebt Die Vergieichung zweier 
mechanischen Arbeiten geschieht also nach dem Product des 
gehobenen Gewichts in die Höhe, auf welche es gehoben wurde. 
Ist P das Gewicht, h die Höhe, U die zur Hebung dieses 6e** 
wichts nöthige Arbeit, so hat man 

ü zmP.h 

wo dijg. Arbeit als Einheit betrachtet wird, welohe die Ge- 
wichtseinheit um die* Längeneinheit hebt 

Ist das Gewicht eines Kilogramms die Gewichtseinheit und 
der Meter die Längeneinheit, so ist die Arbeitseinheit diejenige, 
welche ein Kilogramm um einen Meter hebt Sie wird Kilo«* 
gramm-Meter genannt Wären das Gewicht eines Pfundes 
und der Fuss als Einheiten angenommen, so würde eiuFuss- 
Pfund d. h. die Arbeit welche ein Pfund einen Fuss hoch hebt, 
die Arbeitseisheit sein*). Eine grössere Arbeitseinheit kommt 
unter dem Naaieii Dynamode vor; sie ist die nöthige Arbeit, 



*) Da I Meter s: 3.423547 Rann. Fuss und 

I Kikgr. SS 2,13807 Hana. Pfand ist, so betaigl 

1 Kilogr. Meter ss 7.3197 Fufi-Pfandc. 
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ttm 1000 Itdogramme einen Meier hoch zu heben. 6ei Beur- 
thellttllg d^ Wifküfkg dnrdh Maschinen kommt auch diö Zeil in 
BetFdi^htj Wfthi^end weMhei* ein^ ge^eben^ AtbeiX g'eleistef wird. 
Mail sohftt«t z. B. die Arbeit ein^s Pferdi» f* dtner Secundö 
auf 76 Kilogramtti^Melör =Ä 548,91' Fwspfünd«, gewöhnlich 
550 F. H und nennt sie eine Pferdekraft. 

Die Yorstebende Bestimmung der Arbeit um 6eirichte2U he- 
ben, hat man aufalleKräfte übertragen, sie gilt auch wenn 
ein Dm«k P nach beliebiger Richtung ausgeübt wird. Es sei 
i der vom Angriffspüncte des Drueks nach der Richtung des- 
seU)en durchlaufene Weg, so ist P.« =r 9( die bei Ausübung 
dieses Drucks durch den Weg s entwickelte Arbeit. -^ Die 
Kraft welche diesen constanten Druck P hervorgebracht hat, 
sei flihig der Masse m die Beschleunigung A mitzutheilen, wenn 
keine Widerstände vorhanden sind, so ist P sr mür die Grösse 
dieses Dructo. Hiemach stellt sieh die Arbeit 91 auch durch 
den Ausdruck 

%B= P.s =s m;k.s (1) 

dar. Wenn aber, die Richtung der Kraft P mit der Richtung 
des Weges s den Winkel a einscbliesst^ so giebt das Product 
von P in die Projection des Weges * auf die Richtung der 
Kraft den WertVder von P verrichteten Arbeit. Der allge- 
meine Ausdruck für die Arbelt Ist also 

% = P.s , cos a = tnk,s . cos <«• 
Dass der Druck überall mit der Projection des Weges auf die 
Richtung des Drucks multiplicirt werden muss^ um die Arbeit 
des Drucks zu erhalten, ergiebt sich auch folgendermaassen. — 
Der Druck werde durch das Gewicht P (Fig, 8) vorgestellt^ 
welches an einem Faden hängt, der über eine Rolle E läuft, 
wodurch der Druck nach A fortgepflanzt wird. Dieser An- 
griffspunct Ä bewege sich ilurch AB, so senkt sich das Gewicht 
P nicht um AB^ sondern utn AC=AE—EB. Die Arbeit von' 
P ist also P.ACj d.h. das Product der Kraft P in die Pro-' 
jection des Weges AB auf die Richtung der Kraft. * 

S. 24. 

Erleidet die Bewegung keinen Widerstand oder Gegend 
druck, so bringt der constante Druck oder die bewegende Kraft 
P^ifi.ie in der Masse m ekie gleichförmig beschleunigte^ Be-i^' 

Ulriek, Lekfli. a. Medb. 3 



wegung kervori deren BeschleuBigung =A IbI. Die tod dem 
Druck P verrichtete Arbeit| wfthrend der Angriff$piinct dessel- 
ben den Weg f in der Richtung des Ihnoks zurücklegte ^ ist 
ebenso wie früher asP.s; nur arbeitet der Druck nicht gegen 
constante äussere Widerstände , wie oben angenommen wurde, 
sondern er wird allein dazu verwandt, Geschwindigkeitsver- 
mehrungen in der Hasse m hervorzubringen, also das Behar- 
rungsvermögen oder die Trägheit des Körpers zu überwinden. 
Der Ausdruck P.s für die Arbeit ist unter diesen Umständen 
einer bemerkenswerthen . Umwandlung filhig, von der in der 
Mechanik vielfache Anwendung gemacht wird. Es sei co die 
anßingliche Geschwindigkeit der Masse m, d. h. diejenige, wel- 
che in dem Augenblick vorhanden ist, wo der Druck P zu 
wirken anfängt, und c bezeichne die Geschwindigkeit von m, 
in dem Augenblick, wo der Weg s in der Richtung des be- 
ständigen Drucks durchlaufen ist : so hat man nach $. 9 

und durch Substitution dieses Werthes in (1) die Grösse der 
auf Änderung der Geschwindigkeit Cq in die Geschwindigkeit c 
verwandten Arbeit 

« = ?.* = m.k.i s:t m (fl^^^ (2). 

Hiemach lässt sich die Grösse der Arbeit P.t oder m.k.s auch 
aus den Geschwindigkeiten Cq und c beurtheilen, welche die 
durch keine äusseren Widerstände gehemmte Masse m am 
Anfangs- und Endpuncte des in der Richtung des Drucks 
durchlaufenen Weges besitzt. 

Man hat das Product einer Masse in das Quadrat ihrer 
Geschwindigkeit die lebendige Kraft der Masse genannt. 
Coric lis nennt die Hälfte dieses Products lebendige Kraft, 
und Belanger bezeichnet diese Hälfte mit dem Namen le- 
bendige Potenz oder lebendiges Vermögen (puissance vive], 
welchen Namen wir beibehalten wollen. 

Die Gleichung 2) lässt sich hiemach folgendermaassen 
ausdrücken : 

Die nöthige Arbeit, um einer freien Masse, welche die 
Geschwindigkeit Cq besitzt, die Geschwindigkeit o m ver- 
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schaffen 9 ist Abt Differenz unler den diesen Geschwindigkeit^ 
ungehörigen lebendigen Potenzen gleich, v^ f;^^^/u:<y»y **^*-^ 

/:,^^.J ^M^< §. 25. 

. Wenn die Bewegung der Masse m in Folge eines Drucks 
P und eines äusseren Gegendrucks oder Widerstandes Px ?^- 
schiebt; von denen jener die Geschwindigkeit zu vermehren, 
dieser aber zu vermindern strebt, so dass wenn P allein 
wirkte, in jeder Secunde die Zunahme der Geschwindigkeit 
= i, und wenn P| allein vorhanden wfire, die Abnahme der 
Geschwindigkeit in jeder Secunde =*i wäre; man also fziz.m.k 
und Pi = m.APi hat, und P grösser als Pi ist: so wird die 
Geschwindigkeit von m fortwährend vermehrt, gleich als ob 
der einzige Druck P — Pj =iii(* — 4i) auf die Masse m thätig 
wäre. Die von diesem Druck während der Zeit, in welcher 
der Angriffspunct desselben den Weg s beschrieb, verrichtete 
Arbeit ist (P — Pi).«. Bezeichnen aber c^ und e die Ge- 
schwindigkeiten der Masse m am Anfangs- und Endpuncte des 

Weges s, so ist « = :7;r — r\ (nach $, 9), also liefert die 

»[& — hl] 

Arbeit des Drucks P — Pi die beiden gleichgeltenden Ausdrücke 

oder wenn in dem zweiten Satze P — fiz=im\Jt — Ai) gesetzt 
wird, die Gleichnng 

P..-P,. = Ü^._^ (3). 

Nennt man hier P die bewegende, Pi die widerstehende Kraft, 
so zeigt sich folgender Satz: der Unterschied unter den 
lebendigen Potenzen einer Masse in^ist gleich der ^ 
Differenz unter der bewegenden Arbeit und der 
Widerstands-Arbeit, welche in der Zeit, wo jener Unter- 
schied hervorgebracht wurde, ansgeflihrt ist. 

Ist P>Pi so hat man auch c>Co; wird P = Pi ange- 
nommen, so ist c = Co; ist endlich P<Pi so wird die Be- 
wegung eine verzögerte und c <; c^. 

Man kann nach 3) die lebendige Potenz einer Masse ifi, 

nämlich — finden, wenn dieselbe für eine andere Zeit \r-s^) 
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bekannt ist, und man die Arbeiten der fii Aem Zeitiiiterväll, 
welches zwischen den beiden Werthen der lebendigen Poleu 
liegt, thätig gewesenen Kräfte kennt. 

$. 26. 
In den vorstehenden Betrachtungen ist die Kraft P sowie 
Pi als constant angenommen; es lässt sich aber leicht auch 
für veränderliche Kräfte die Arbeit bestimmen, d. h. ftlr solche, 
deren Druck nur einen Augenblick als constant angesehen 
werden kann, dann aber sogleich einen anderen Werth an- 
nimmt. Nur bestimmt man hier nicht sogleich die Arbeit, die 
bei der Beschreibung des ganzen Weges ausgeführt ist, son- 
dern zunächst die einzelnen Elementararbeiten die bei Beschrei- 
bung der Elementarwege aufgewendet werden mussten , und 
addirt dann dieselben. Ist also P der Druck in dem Augen- 
blick, wo der unendlich kleine Weg ds von dem Angrifis- 
puncte des Drucks nach der Richtung desselben durchlaufen 
wird, so ist P.cb die während dieser unendlich kleinen Zeit 
aasgeübte Arbeit. Die Summe aller solcher Elementar-Arbeiten, 
welche während der Bewegung durch den Weg s ausgeübt 
sind, wird aber durch 

P.ds 



f 



o 

bezeichnet. Die von der Kraft verrichtete Arb*il, während die 
Masse m den Weg 9 beschrieb, ist demnach 



a»/^ P.dM zi^fmk.d», 
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weil Pz^mk ist. Hier wird P oder k als Function von s 
betrachtet. 

Im Fall nun die B<9wegung der Masse m Widerstände 
erlitt, die in jedem eirtfl^bien Augenblick 4em von d^r Kraft 
herrührenden Druck gleicfabameft, m war die Bewegung selbst 
eine gleichförmige, und die ganze vorsteheada Arbeit wurde 
dazu verwandt, diese gleichförmige Bew^gmig zu witerlMliett. 
Will man eindn constanten Dniek IJ angeben, wek>her, wäh- 
rend ^in Angrifispunct denselben Weg s durchläuft, dieselbe 
Arbeit entwickelt wie der veränderliche Druck P, so hat man 
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n.s =r p,4s 



und hieraus den sogennfiiiteii miuleren Druck 

f'Pds 

n=^ — . 



$. 27. 
Erlitt die Bewegung der Masse m keine Widerstände, so 
wurde die Arbeit des) Drucks P Allein auf Vermehrung der/^^-^--^^^- 
Geschwindigkeit der Masse m verwandt. Man kann nun für 
die Arbeit noch einen anderen Ausdruck, vermittelst der An- 
fangs- und Endgeschwindigkeit, nachweisen. In einem Augen- 
blick der Bewegung sei die Geschwindigkeit = t), die Änderung 
derselben nach einer unendlich kleinen Zeit s= de , also die 
Änderung der Geschwindigkeit nach der Zeiteinheit, insofern 

de de 

de als constant angesehen wird =^-7-, so ist Ar=:-p, und die 

dt dt 

von dem Druck P während der unendlich kleinen Zeit dt ver- 

de d$ d$ 

richtete Arbeit mkd$ :=& m.^^ .ds zrz m.de.-r. Da aber -- 

dt dt dt 

die Geschwindigkeit e bezeichnet, so wird dj£ Elementar- 
Arbeit, d. h, diejenige, welche der Druck P ausübt während 
sein Angriffspunct den unendlich kleinen Weg ds zurücklegt, 
durch den Ausdruck tn.de,e gegeben. Die Summe aller sol- 
chea Ausdrücke, welche allen unendlich kleinen Theilen des 

Weges $ entsprechen, mithin / mede stellt die Arbeit der 

Kraft dar, während ihr Angriffspunct den Weg s zurücklegt. 

War die Geschwindigkeit am Anfangspuncte des Weges s = cg, 

am Endpuncte desselben = c, so kann man statt der Grenzen 

des vorstehenden Integrals o und « auch co und c schreiben. 

Obige von der Kraft P verrichtete Arb^t ist daher 

%e 

m»de oder 

^0 

/•*«, r^ j ^^^ ^^o*«x 






*) Die Summe tdt zwf^chen den^ Grenzwerdien o = Cq bis e ^ c 
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Der Druck mag also constant oder veränderlich sein , man hat 
immer die Arbeit des Drucks 

mc^ mco^ 

« - -2 r- 

Aus dieser Gleichung Iftsst sich die lebendige Potenz — - 

oder die Geschwindigkeit c finden, wenn die Geschwindigkeit 
Co für einen anderen Augenblick der Bewegung und die von 
da an ausgeübte Arbeit der Kräfte bekannt sind. 

Ist n der mittlere Druck, d. h. der constante Druck, 
dessen Arbeit, während der Weg $ beschrieben wird, der 
Arbeit des veränderlichen Drucks P gleich kommt, so hat man 



also n =ss 



2 

m(c« — Co«) 
2s • 



S. 28. 
Wenn die Bewegung veränderliche Widerstände oder einen 
veränderlichen Gegendruck erleidet, der dem Druck nicht gleich 
ist, so wird, im Fall der Druck den Gegendruck überwiegt, 
ein Theil d^selben zur Überwindung des Gegendrucks ver- 
wandt, der andere Theil aber bringt Geschwindigkeitsänderun- 
gen hervor. Es sei in einem Augenblick der Bewegung P 
der Druck und Pj der äussere Gegendruck, zugleich P'p^Pi'y 
jener, wenn er constant geblieben wäre, möge in. der Zeit- 
einheii die Geschwindigkeit um k vermehrt, dieser um ki ver- 
mindert haben, also dass P = m.k und Pi = mki ist, so 



Ifisst sich folgendermaassen nachweisen. Man (rage (Fig. 9) auf der 
Linie AX Lfingen ab, die den Geschwindigkeiten v proportional sind, 
ond selte an die Endponcle derselben eben so lange Perpendikel als 
Ordinalen. Die Linie , welche die Endpnnete der Ordinaten mit einander 
▼erbindet, ist eine Gerade AMN^ welche mit AX den Winkel Ton Ab9 
einschliesst Ist-^Pss«, also auch P0=r«, und ändert sich AP um 
do^PP\ so ist die Elementarfläche PP' QQ' :=. vdo ^ und die Summe 
aller Werthe tido zwischen den Grenzen f> = Co = iil^ bis i}==:c = ilC 
wird durch die Fläche BMCJi dargestellt. Demnach ist 



r%(fe = l?JfCiV= (^^^ ^^ . BC= (^^) (c - Co) = 



C»-Co« 
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ist P — Pj der Druck) dem die Geschwindigkeits Vermehrung 
de in jenem Augenblick zugeschrieben werden muss. Man hat 
daher dem Vorstehenden gemäss 

r(P — P{)ds oder rm{k — k{)d9 



als Werth der Arbeit, welche die Geschwindigkeit cq am 
Anfange des Weges s\ in die Geschwindigkeif c am Ende des 
Weges umändert. Wenn nun e die Geschwindigkeit in dem 
oben bezeichneten Augenblick vorstellt, und de deren Ände- 
rung während der unendlich kleinen Zeit di bezeichnet, so ist 

de 

^ = A — kl die zugehörige Geschwindigkeitsänderung während 

der Zeiteinheit. Also wird die bei Beschreibung des Weges s 
entwickelte Arbeit 

0.0 

oder da :r = f ist, und die Grenzen o und t den Grenzen 
dt 

Cq und c entsprechen 

r [P — Pi)d$ =: r mo.de, d.h. 



Der in einer gewissen Zeit entstehende Zuwachs an lebendiger 
Potenz ist also dem Unterschiede unter der Arbeit der bewe-^, ^ ,, 
genden Kraft und der Arbeit der widerstehenden Kraft gleich.^ "-^ 
Als Beispiel diene die Bewegung eines materiellen Puncts, «. >^, ...^ 
dessen Masse =jn ist, auf der geraden Linie AO {Fig. 10),- 
welche von einer Kraft herrührt, die dem Abstände des Puncts'', "^^ ' 
m von dem Puncto proportional ist.'^^ Die Geschwindigkeit* "*/! >I 
in A sei Null, in Jü aber c; AH sei =«, AO=zS. Ist A/"^,/.,,^,... , 
eine constante Zahl, die den Werth von P in dem Abstände - ^ 
= 1 von darstellt, so hat man PssX.MO = X(S—$), und^ ; : 

die Gleichung / Pd$ = — — -~- verwandelt sich, da,^ ^^^ 
Cq = ist, in 



1 



/ 



I fftC^ 





Demnach ist — (S« — (S — ä)^) = -^ oder 

Die Gesch windigkeil e ist im Punote am grössten, wo « = 15 

ist, nämlich =jS/^— ; dagegen wird sie für « = 2S wie- 
m 

der r=:0. Der materielle Punct wird also um den Punct 

Schwingungen ausführen, indem er sich zwischen A und Ai 

bewegt, wenn OAi = OA angenommen wird. Die Zeit der 

Bewegung von A na^h Ai sei = T, die von A naöh ist 

dann = ^T. Um diese zu finden, ist zu bemerken, dass 

ds 
,c=— ist. Sui)stitoirt n^n diesen Ausdruck in d«r vprste- 

henden Gleichung, so erhält man 

äi= //"ffl ^— 

Integrirt man dieses, so ko^mt die Zeit, in welcher die Linie 
AM durchlaufen wird . . 

und setzt man hierin «s=5, so erhält man die l^eit der Be- 
wegung von A nach 0, nämlich 

mithin die Zeit der Bewegung von A nach A* 



^=''/^(f> 



Diese Zeit ist unabhängig von S, folglich wird jeder Weg 
AO, A mag dem Puncfe nahe oder fern liegen, in dersel- 
ben Zeit durchlaufen. 

Princip der Gtoichlmit des Drucks und Gegendraeks. 

S 29. 
Wenn ein Körper d. h. ein System von materiellen un- 
endlich kleinen Theilen, welche durch sogenannte innere Mo- 
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lecularkrftfte unter einander verbunden sind, einen Druck er- 
leidet , in dessen F^lge jene materiellen Tbeile einander genft*- 
bert werden I so entsteht gleicbzeitig von Seiten der Molecu- 
larkräfle eine Gegenwirkung, welche die Elementarmassen in 
die ursprüngliche Lage zurück zu versetzen sucht. Aehnliches 
findet Statt, wenn äussere Zugkrflfte auf einen solchen Körper 
wirken, wodurch die materiellen Theile desselben in grossere 
Entfernung von einander gebracht werden. Die Gegenwirioing 
sucht diese wiederum einander zu nllhem. Diese Ersoheimin- 
gen treten besonders an einer Stahlfeder hervor, wenn sie zu- 
sammengedrückt wird. In jedem Augenblick des Drucks bietet 
sie eine Gegenwirkung dar. In allen diesen Fidlen ist der Ge- 
gendruch genau so gross als der ausgeübte Druck, und der 
Gegenzug von derselben Grösse wie der angewandte Zug. Man 
nimmt hiemaoh als allgemeineft Geset« der Mechanik an, dass 
jede Wirkung mit einer eben so grossen Gegenwirkung ver* 
bnnden sei, welche der ersteren gerade entgegengesetzt ist 
Dieses Gesetz verdient seiner vielfachen wichtigen Anwendung, 
gen wegen eine nähere Betrachtung. Es gilt nicht allein in 
den FäUen wo twei Körper dlirch unmittelbare Berührung ei- 
nen Druck oder Zug gegen einander ausüben, sondern auch 
wenn sich zwei Körper aus der Feme gegenseitig anziehen 
oder abstossen. Der Körper, welcher einen anderen Körper 
mit einer ge^ssen Kraft, anzieht oder abstösst, wird von dem 
letzteren genau eben so stark angezogen oder abgestossen. 

Wird gegen einen Körper, der an Bewegung verhindert 
ist, dn Druck ausgeübt, so werden die Hassenelemente die 
den Angriffspunot des Drucks abgeben, nach der Richtung 
desselben sich den benachbarten Massenelementen nähern, und 
die Thätigkeit der Molecularkräfte nach entgegengesetzter Rich- 
tung hervorrufen. Diese Thätigkeit vermehrt sich in dem Haasse 
als der Druck stärker wird, so dass bald unter dem Gegen- 
druck und dem Druck selbst Gleichgewicht entstehen muss. 
Der Druck verriektet in diesen Voraussetzungen keine mecha- 
nische Arbeit, du keine Bewegung entsteht. Es ist jetzt aUes 
eben so wie mit einer Säule die eine Last unterstützt, oder 
wie mit Pferden, deren Zugkraft zur Bewegung eines versenkten 
Wagens vergebens thjätig ist, oder mit einem zu engen Draht- 
zuge, der den Widerstand de» Bisens nicht überwinden kann, 
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Aber der Druck ist dem Gegendruck gleich ; nur wird der Druck 
allein darauf verwandt, die Molecularwirkungen des Körpers in 
Thätigkeit zu versetzen und aus ihnen die eben so grosse Ge- 
genwirkung zu erzeugen. 

S. 30. 

Hat der Körper, auf welchen ein Druck ausgeübt wird, eine 
Geschwindigkeit c nach der Richtung des Drucks, und ist er 
Widerständen der Bewegung ausgesetzt, die eben so gross sind 
als der auf ihn ausgeübte Druck, so werden sieh die aus den 
Molecularkräflen des Körpers herrührenden Spannungen zwi- 
schen den Hassenelementen bis auf diese Widerstände fort- 
pflanzen und mit ihnen in's Gleichgewicht kommen. Man kann 
jetzt von diesen Molecularkräften ganz absehen und den Druck 
unmittelbar gegen die Widerstände gerichtet annehmen. Die 
Geschwindigkeit c des Körpers bleibt unverändert, die Bewe- 
gung ist gleichförmig. Der Druck verrichtet eine Arbeit, welche 
allein von den Widerständen aufgezehrt wird, und deren Maass 
das Product des Drucks in den von dem Angriffspunkte des- 
selben nach der Richtung des Drucks beschriebenen Weg ist. 
Aber auch jetzt ist der Druck dem Gegendrudk gleich. 

Wenn endlich der 'Körper, welcher einem Druck ausge- 
setzt ist, keinen äussern Widerstand erleidet, so wird er nach 
der Richtung des Drucks in beschleunigte Bewegung gerathen. 
Indessen geschieht dieses nicht, ohne dass der Körper in Folge 
seines Beharrungsvermögens einen eben so grossen Gegendruck 
ausgeübt hätte. — Zunächst ist klar, dass der Körper überhaupt 
eine Gegenwirkung bei Annahme von Geschwindigkeilsänderun- 
gen ausübt. Denn derselbe Druck bringt in der grösseren 
Masse eine geringere Geschwindigkeit hervor als in der klei- 
neren. Jene hat ein grösseres Beharrungsvermögen und wi- 
dersetzt sich daher in grösserem Maasse einer Geschwindig-^ 
keitsänderung als diese. Auch lehrt die Erfahrung, dass die- 
selbe Masse verschiedene Widerstände darbietet, je nachdem 
man ihr kleinere oder grössere Geschwindigkeitsänderungen 
beilegen will. Während die massige Spannung eines Fadens 
im Stande ist, eine an ihn befestigte Masse langsam zu bewe- 
gen, wird ein plötzlicher starker Zug den Faden zerreissen, 
weil er der Masse eine zu grosse Geschwindigkeit hätte mit- 
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theilen müssen. Pferde müssen, wenn de anziehen sollen, dazu 
angerufen, nicht durch Schlagen plötzlich angetrieben werden, 
damit sie sich langsam in das Geschirr legen, sonst ist zu be- 
fürchten dass das fieschin^ reisst. Alle diese Erscheinungen 
aber zeigen deutlich, dass die Körper bei Annahtne von Cre- 
schwindigkeitsänderungen vermöge ihrer Trägheit Rückwirkun- 
gen ausüben, die sowohl von der Grösse der Geschwindigkeits- 
änderung als auch von der Masse der Körper abhängt. 

Um das Maass der Gegenwirkung des Beharrungsvermö-- 
gens aufzufinden, muss man die Kraft aufsuchen, welche diese 
Gegenwirkung gar nicht zur Erscheinung kommen lässt, d. h. 
alle Geschwindigkeitsänderung aufhebt. Das ist aber nur durch 
einen Gegendruck zu err^chen, welcher dem Druck gleich |st. 
Demnach ist die Gegenwirkung aus dem Beharrungsvermögen 
in jedem Augenblick der Geschwindigkeitsänderung eben so 
gross, wie der äussere Druck, welcher diese Geschwindigkeits- 
änderung hervorbringt. Wenn also der auf die Masse m wir- 
kende Druck, dieser während der unendlich kleinen Zeit t die 
Geschwindigkeitsänderung y mitgetheilt hat, folglich selbst 

durch Hl. ^ gemessen wird, so ist der aus der Trägheit der 

Masse m während derselben Zeit t entwickelte Gegendruck 

ebenfalls = m.ü. Man nennt diesen Widerstand zuweilen 

die Kraft der Trägheit der Masse m in Bezug auf die Ge- 
schwindigkeitsänderung y*). — Es ist hiebei zu bemerken, 
dass diese Kraft der Trägheit nicht im Voraus vorhanden ist, 
sondern erst in dem Augenblick wo die Geschwindigkeit ver- 
ändert wird, hervortritt, ähnlich der Spannkraft einer Feder, 
welche nur in dem Augenblick des Drucks hervorgerufen wird. 
Die Grösse der Kraft der Trägheit ist bei derselben Masse ver- 
schieden, sobald die in dem Zeitelement t eintretende Geschwin- 
digkeitsänderung y verschieden angenommen wird, und ver- 
schwindet gänzlich wenn y z=zo ist. Derselbe Körper kann 



*) Nach der BezeichDung der Differentialrechnung wird y durch de, 
T durch dtj und der Widerstand aus dem Beharrungsvermögen durch 

m.~ vorgestellt; wo c die Geschwindigkeit der Masse bezeichnet. 
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also unendlich verschiedene Kräfte der Trägheit zeigen. Bei 
Geschwindiglieitsvermehnmgen wirkt die Trägheit wie ein wirl(- 
iicher Widerstand, dagegen aucht sie bei Geschwindigkeitsver-* 
mindemngen die bestehende Bewegung au anterhulte», und 
wirkt dann wie eine bewegende Kraft. 

S. 31. 
Aus dem erläuterten Princip der Gleichheit des Drucks 
und Gegendrucks lässt sich die Gleichung für die Bewegung 
einer Masse m leicht herleiten. — Es sei P der bewegende 
Druck, und P' der Gegendruck aus den äusseren Widerstän- 
den, welche auf den Körper wirken, dabei soll P > P' ge- 
dacht werden. Der Körper nimmt in Folge der Kraft P — P' 
eine beschleunigte Bewegung an. Die Geschwindigkeitsände- 
rung während des Zeitelements t sei = y, und der Angriffs- 
punct der Kraft habe zugleich den Weg tn a beschrieben. 
Verfolgt man nun die Bedingung, dass der Druck P eben so 
gross sein muss wie der äussere Gegendruck P* nebst dem 

Gegendruck aus der Trägheit = m. — , so ergiebt sich die 



Gleichung 



oder auch 



P = P* 4- w . ^ 



P.a = P* .a + m.^—^ 

welche in dieser Form zeigt, dass die Elementar -Arbeit des 
Drucks P gleich sei der Summe der Elementar - Arbeiten des 
Gegendrucks P' und des Gegendrucks aus der Trägheit. Ist 
c die Geschwindigkeit der Masse m in dem betrachteten Au- 
genblick, also -^ = c, so wird die vorstehende Gleichung 
P.Q = P'.ff + m.c.y. 

Aus dieser Gleichung unter den Elementar -Arbeiten er- 
giebt sich die Gleichung unter den Arbeiten, während der An- 
grifTspunct des Drucks nach der Richtung desselben den Weg 
9 beschrieb: 

2 P.a ^ 2 P'.a + 2mcy 
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wo die Suitimatiod iwucfaen AnfMigi^'» und Biidpiiiiet des We-^ 
geg $ auszuführen ist 

Man hat aber Hncy =:m 2c.y = — — -, wenn Co 

die Geschwindigkeit am Anfangspuncte , 0% die am Endpuncte 
des Weges s vorstellt. Denn ist (Fig. 9) AC = cjy AB = Cq, 
APzzc und nimmt man die Perpendikel CN^ BM, PQ eben, so 
lang wie AC^ ABy AP, so dass die Linie AN um 45^ gegen 
AC geneigt ist, setzt femer PP' s= j^, so wird die Elemen- 
tarfläche PP'QO' = PQ.PP' z=z c.y, und die ganze Fläche 

BM -A- CN 
BMCN = ^ . BC bezeichnet die Summe aller Pro- 

ducte c.fff zwischen den Grenzen c =: Cq und c = ci oder 

2 (c . y). Demnach ist 2{c.y) ä ^^^ "j" ^^^ . (ci — cq) 

— <^i' — ''•' 

2 ■ 
I>ie obige Gleichung wird hiernach durch 

oder in «kr BeseidMHing der Düecantwll'eeiMBfulig donsh 

dargestellt, welche mit der ($. 28) gefundenen Gleichung völ- 
lig übereinstimmt. Man wird sich also zu Ableitung der Ge- 
setze der Bewegung auch des Princips der Gleichheit des Drucks 
und Gegendrucks bedienen können. 



Vom centralen. Stosse fester Körper. 

$. 38. 
Die vorstehenden UnteVsuchungM gestatten eine einfache 
Anwendung auf den centralen oder fermlen Stoss zwischen 
zwei festen Körpern d. h. denjenigen, bei welchem sich die 
Körper auf der geraden Linie bewegen, welche durch die 
Schwerpuncte der beiden Körper geht, und die Berührungs- 
fläche während des. Stosses rechtwinklig gegen die Richtung. 



~~^A, 
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der Bentegang liegt Nach »olehem Siosse bleSit die RiehtuBg 
der Bewegung jedes Körpers in der geraden Linie zwischen 
den Schwerpuncten derselben ; man hat also nur die Geschwin- 
digkeiten und deren Richtungen in dieser Linie nach dem 
Stosse für jeden Körper zu bestimmen: 

Es mag zunächst angenommen werden, dass die Körper 
unelastisch sind, also ihre ursprüngliche Gestalt nicht wieder- 
herstellen wenn dieselbe einen Eindruck erhalten hat; auch 
mögen sich die Körper nach einerlei Richtung bewegen. Die 
Masse des vorderen Körpers sei = m, dessen Geschwindig- 
keit zu Anfange des Stosses = c; die Masse ,des hinteren 
Körpers sei M und dessen Geschwindigkeit t=z C, die grösser 
als c ist. Von dem Augenblick des Zusammentreffens an ge- 
rechnet, entsteht an der Berührungsfläche beider Körper ein 
Eindruck, der so lange vergrössert wird als ein Unterschied 
unter den Geschwindigkeiten beider Körper vorhanden ist. 
Die Tiefe des Eindrucks ist am grössten wenn beide Geschwin- 
digkeiten einander gleich sind. Die Körper bleiben nun in Be- 
rührung und bewegen sich mit der erlangten gemeinschaftlichen 
Geschwindigkeit u weiter. 

Während dieses Vorganges übt der hintere Körper gegen 
den vorderen in jedem ^eitelemente dt einen Druck P aus, und 
empföngt von diesem einen eben so grossen Gegendruck P. 
In Folge des Drucks P vermehrt der vordere Körper seine 
Quantität der Bewegung um P.cft s=: m.cfe; eben so vermin- 
dert sich die Quantität der Bewegung des hinteren Körpers 
um P.dt = M.dC (§. 17). Da hiemach die.^Quanlität der Be- 
wegung des vorderen Körpers in dem Zeitelement di eben so 
gross ist wie die Verminderung der Quantität der Bewegung 
des hinteren Körpers in demselben Zeitelement, und dieselbe 
Erscheinung in allen übrigen Zeitelementen während der gan-' 
zen Dauer des Stosses Statt hat: so ist am Ende des Stosses 
die Summe der Quantitäten der Bewegung beider Körper eben 
so gross wie zu Anfang des Stosses. Hieraus ergiebi sich 
die Gleichung 

[M + m) uz=2 M.C + mc, 
aus welcher die gemeinschaftliche GeschwindigHeit beider Kör- 
per nach dem Stosse; 
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folgt 

Hatten die Körper vor dem Stosse entgegengesetzte Rich- 
tungen, und war MC grösser als mc, so bewegen sich die 
Körper nach dem Stosse mit der gemeinschaftlichen Geschwin- 
digkeit u in der Richtung der Geschwindigkeit C, Die vor- 
stehende Betrachtung bleibt ungeändert^ nur ist jetzt die Summe 
der Quantitäten der Bewegung zu Anfang des Stosses z=zMC^mc, 
Auch kann man folgendermaassen schliessen. 

Der Körper M hat während des Stosses die Geschwindig- 
keit C — ti, also die Quantität der Bewegung M{C — u) ver- 
loren; dagegen ist dem Körper m nicht nur seine anrängliche 
Quantität der Bewegung mc aufgehoben, sondern ausserdem 
noch die m.ti mitgetheilt. Der Körper m hat also nach der 
Richtung der gemeinschaftlichen Geschwindigkeit an Quantität 
der Bewegung gewonnen m (c -)* <<)• I^& i^un die von dem ei- 
nen Körper gewonnene Quantität der Bewegung eben so gross 
ist wie die von dem anderen Körper verlorene , iso erhält man 
die . Gleichung 

if (C ^ i#) = m (c + I») 
welche 

MC — mc 

' H + m 

liefert. 

Ruhte die Masse m vor dem Stosse, ist also c s o, so 
hat man die gemeinschaftliche Geschwindigkeit beider Körper 
nach dem Stosse 

o. M.C 

^^ "" = r+^- 

Die Gleichung 1] lässt sich so schreiben 
C + c 






m 



und zeigt in dieser Form, dass die gemeinschaftliche Geschwin- 
digkeit u destoweniger von der des gestossenen Körpers ab- 
weicht je grösser die Hasse dieses Körpers gegen die Masse 
des stossenden Körpers ist. 
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Eben so giebt die Gleichung 2] 

11 = - 



^ M 



zu erkennen^ dasä die Cieschvdndigkeit des stosseitden Körpers 
desto weniger geändert wird, je grösser dessen Masse im Ver- 
gleich mit der des gestossenen Körpers ist. — Üeberhaupt 
nähert sich die Geschwindigkeit U entweder der C oder 6, je 
nachdem M oder m die tiberwiegende Masse ist. 

S. 33. 
Um die Grösse des Drucks P zwischen den Berührungs- 
flächen der sich stossenden Körper, so wie die Dauer des Stos« 
ses wenigstens näherungsweise zu berechnen, mag angenommen 
werden, dass dieser Druck P während der ganzen Dauer des 
Stosses unveränderlich sei. Wenn nun beide Körper gleiche 
Richtung der Bewegung haben, so ist offenbar während des 
Stosses die Bewegung des vorderen Körpers [m] gleichförmig 
beschleunigt, und die des hinteren Körpers [M) gleichförmig 

• P 

verzögert. Die Beschleunigung ist = —y und die Verzöge-* 

p 
rung = -- ($. 15 Nr. 6) folglick ist der Weg (s) welchen der 

Schwerpunct des hinteren Körpers während der Dauer des 
Stosses ('/) zurückgelegt 

s = Cr - i^.i^ 

und der Weg [si ) welchen der Schwerpunct des vorderen Kör- 
pers in derselbea Zelt % beschreibt 

Si = CT + 4— •^*- 

Der Unterschied dieser Wege s — *i^=« bezeichnet die 
gegenseitige Annäherung der Schwerpuncte beider Körper wäh- 
rend des Stosses, welche von der Tiefe des Eindrucks an der 
Berührungsstelle abhängt. Man hat also 

P (ilf + m) „ '. 
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Ausserdem ist nach den Gesetzen de^ ^teichformig beschleu- 
nigten oder verzögerten Bewegung ($. T) die Geschwindigkeit 
II nadi der Seil t, di h. aipBndke des. Blosses 

wenn man den vorderen Köq>e'r, nnd 

wenn man den hinteren ITörper betrachtet. Aus diesen beiden 
Gleichungen folgt 

M. ffi 

oder 

Hierdurch verwandelt sich die tileichung 4] in 

, = i ((? — c) . f . 
Man Jiat also die Dauer des Stosses 

(•) '-c^,, .,, ,: ,. 

und nach Substitution dieses Werthes a in (5), die Grösse des 
Drucks P zwischen den Körpern während des Stosses 

^^ Ä + p 2« 

Dieser Dsmck P toeziqbtJicb a^f.djie Drpick-Eiob^t, welche 
der Masse eines Kilos^mms die Beicblemugung = einem Me« 
ter ertlieill. WiU mw ab^ P auf die Gewichtsewheit bezie-* 
ben^ welche einem Kilogffimm die Bescbleunigung g {<^ 9|81163) 
ertheiüt, so muss. man (n&qh J. 15 Nr, 7) den vorstehenden 
Werth von P, durch ^.diyidir^n« . D^r Druqk Pi zwischen den 
Körp^ni während des Stosses^. in .G^cbtseinheiten «usfedrüekt^ 
ist also 

<*> " = irT^*^- ■ ■ 

V, , . ji + .1» rf «s 
Wftrcf.^ B. die fieschViiindigkait deis hinteren Kirpers rnn 
5 Meter giöisser tb die des vorderen, also C — es 5y fer^ 
Her if 5 1 KOo^rtfmm, m sts 10 läl. und r «= 2 Millimeter 
» 0,002 Meter, io würde die Dauer des Stossei 

VI rieb. Lehrb. a. Mcek. 4 



«0 



_ ^004 _ 



^ _ 0,0008 Secunde , 
5 

und der Druck swisdian dea Körpern' dem des Gewichts 

'^^ = n- 2.9,8116.0,002 =- ^"^'^ Kilogramme 
gleich sein. 

«. 34. 

Wenn die beiden Körper, welche sich stossen, vollkom- 
men elastisch sind, so sind die Vorgänge des Stosses bis zu 
dem Augenblick, wo die Körper eine gemeinschaftliche Geschwin- 
digkeit u annehmen und der Eindruck an der Berührungsstelle 
seinen grössten Werth erhalten hat, genau eben so wie bei 
den weichen Körpern. Die gemeinschaftliche Geschwindigkeit 
u wird nach den Formeln 1) und 2) bestimmt, je nachdem 
die Körper vor dem Stosse einerlei oder entgegengesetzte 
Richtung hatten. Von diesem Augenblick des grössten Ein- 
drucks angerechnet, treten die Holecularwirkungen beider Kör- 
per dadurch ein, dass sie die ursprüngliche Gestalt derselben 
wieder herzustellen suchen, und dabei in den einzelnen Zeit- 
elementen, denselben Druck, nur in umgekehrter Folge, ent- 
wickeln, welcher bei Hervorbringung des Eindrucks der Be- 
rührungsstelle thätig war. Es wird also dieselbe Reihe von 
Quantitäten der Bewegung, welche während .der Zusammen- 
drückung thätig war, in Folge der Molecularwirkungen von 
neuem, aber in verkeliirter Ordnung hervortreten, und der 
vordere wie der hinlere Körper ssum a^weilen Male dieselbe 
ganze Ouaniität der Bewegung in derselben lUöhtung empfan- 
gen, welche jedäm von ihnen von Anfang des Stosses bis zu 
dem Augenblick der gemeinschaftlichen Geschwindigkeit mitge- 
theilt wuiüe. Man nimmt dabei zugleich «n , dasff bei voll-^ 
kommeiter' Etasticitfit, nachdem die Gestalt des Körpers wieder«* 
hergestellt ist, die Thätigkeit der Molecularwirkungen aufhöre. 

Wenn demnach der vordere Körper, wähnend der Zusam- 
mendrückung, die Quantität der Bewegung = m (« — c) ge- 
wonnen hat, so gewinnt er in Folge ileinör Elasticität, bei 
Wiederherstellung seiner Gestalt, von neuem die <}«antität der 
Bewegung m{fi ^ c). Seine Quantität der Bewegung nach 
dem Stosse ist^ also ssme »j- 2m (u — c)i Wird nun seine Ge- 



schwindigkeft nach dem Stosse durcll o' bezeichnet, so hat 
man die Gteichmig . 

mc SS mc -|- 21» (u — c), oder 
(9) c' = 2« — c. 

Der hintere Körper hat wähjrend der Zusammendrückung 
die Quantität der Bewegung M(C ^— u) verloren. Dieselbe 
verliert er durch die Elasticität von dem Augenblick des gröss- 
ten Eindrucks bis zu Ende der gegenseitigen Einwirkung bei- 
der Körper. Er hat also durch den Stoss die Quantität der 
Bewegung 2M{C — u) verloren, mithin ist seine Quantität der 
Bewegung am Ende des Stoasea :x^ M .C — 2M {C. — $i^. Ist 
also C seine Geschwindigkeit nach «dem Stosse, so hat man 
die Gleichung 

M.C z= MC — 2M(C — u) oder 

(10) c = 2« — a 

Die Geschwindigkeit u ist hiemach dem arithmetischen 
Mittel aus den Geschwindigkeiten eines jeden der beiden Kör- 
per vor und nach dem "Stosse gleich. 

Substitnirt man in (9) and (10) für u seinen Wertfa aus (1), 
so zeigt sich, im Fall beide dastislohe Körper vcn* dem Stosse 
einerlei Richtung der Bewegung hatten^ die^ Geschwin-« 
digkeit des vorderen Körpers nach dem Stosse 

(") ■ ^ Jf+« ' 

und die Geschwindigkeit des Irinteren Körpers nacli dem Stosse 

C{M — m) 4- 2«c ••' 



(1?) . C^=. 



M -f- w' 



Hatten die Körper rär dem Stosse entgegeage.setzte 
B^we^UBge^a, so auiss c negativ. gesetzt, we^eo^ wenn dile 
Richtung von C positiv angei)f<3Hnmen wird. JMe.fieschwinldig«^ 
keiten nach dem Stosse sind nun 

und 

(14, c,= '"'-;- '-' . 

4» 



Buhle der Körper m vor dem Stosäe, ist aho c aiz o, so 
wird die Geschwindigkeit desselben nach de» SXobüb 
2MC 






M + m' 

Diese Geschwindigkeit bei elastischen Körpers ist also 2 Mal 
so gross als bei iinelastischen, da did let^tefä Mach I) durch 

MC 

M + M 

gegeben ist. 

Aus den vorstehenden GieiehangBn ergeben sich leicht 
folgende Brscheimmgen bei elastischen Körpent: 

1) Sind die Hassen beider Körper einander gleiek and 
ruhte der gestosseiie Körper^ so bleibt nach dem Stosse der 
stossende Körper in Ruhe, und der gestossene Körper hat 
die Geschwindigkeit, welche der. stossende vor dem Stoss be- 
sass. Denn setzt man M = m und c c= o, so geben die 
Formeln (11) bis (14) C = o und cz=C. 

2) Bewegen sich zwei gleiche Massen hinter einander, so 
wechsehi sie nach dem Stoss ihre GesekwinAgfceitai« Denn 
«ach (11) und (12) bekommt ffiaa, wMn M=yiin gesetzt wird, 
c tsiC und C =» ü, 

3) Haben die gl ei eh dn Maasea entgegengesetzte Dich- 
tungen, so kehren sie nach dem Stosse mit ausgetauschten 
Geschwindigkeiten von einander zurück. Denn' aus (13) und. 
(14) findet sich^ wenn If =; m gesetzt wird, c » (7 un4 
C = — c. 

4) Haben zwei Körper gleiche Quantität der Bewegung 
und entgegengesetzte Richtung, so kehrt nach dem Stosse je- 
der Körper mit seiner Geschwindigkeit vor dem Stosse, wie- 
der zurück. Denn setzt man in (13) und (14) Jf.Cta^MiC, so 
wird 0' = 4, und C :=i — C. 

Bei unvollkommen elastischen Körpern sind die Vorgänge 
von Anfang des Stosses bis zu dem Augenblick des tiefHea 
Eindrucks eben so wie bei weichen Körpern; die gemeinschaft- 
liche Geschwindigkeit u wird nach den Formeln (1) und (2) ge- 
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fanden. Aber die unrprühgliche Geslalt der K^rpeir wird nur 
anyoUkaminieii wieder herg<esteUt, und die Kraft mit welcher 
dieses geschieiil, ist nur ein gewisser Bruefatlieil (X) derjenigpeii 
Kraft ^ die den Bindruok bervo^zubrnigen nöthig war. Diese 
Zalil X Uegt swiscben Nun und Eins; sie ist t» liif weiclie 
Körper, hingegen =2 1 ftir ▼•Uköminen elastische. Wenn also 
dem vorderen Körper , während der Bindniok henrorgebraeht 
wurde, die Quantität der Bewegung m(m — tij mitgetheilt wurde, 
so entwidtetai ^ Melecutarwirkungen bei unvollkommener Her^^ 
Stellung der fiestalt nur die OuantÜäl di» Bewegung s::! #11(11— c). 
Die Quantität der Bewegung des vorderen Körpers Ist al^o 
nach dem Stosse 

m.c = mc -|- (1 4- X)m[u -«- «^ •'* 

Auf gleiche Weise ergiebt sich für den hinteren Körper 
die Gleichung 

. Ma=iMC ~. (1 + A) Jf (C -- II). • 

Wird, nach Weglassung des gemeinschaftlichen Factors 
m uud My in di^^en Gleicl^ungen filr u sein Weith (1) gesetzt, 
so ergeben sich für den Fall, da die Körper vor dem Stosse 
gleiche Richtungen halten, die Geschwindigkeiten nach dem 
Stosse ' 

(15) c ^ ________ 

(161 C - g (^ - Am) 4- cm (1 + X) 
. /""•]. M + m 

Hatten <iie Körper ver dem Stosse entgegengesetzte Rich- 
tungen, und nimmt man die Richtung von C als die positive, 
so ist in (15) und (16) c negativ zu setzen. 

S. 37. 
Der Stoss zwischen ^wei ulteiastiscbißn Körpern ist immer 
mit einem Verlust an lebendiger Potenz dieser Körper verbun- 
den. Da ftl^cr die lebendige Pote^i^ ^ttpflcjph das Maass fiir 
<fie Art^eit 4er Krjifte ist, so ^&^ pich, wie nothig es z.Bi 
in Maschipen it^t, alle Stosse, $e nicht geradezu ypn ihneii 
gefordert wi?r4»n, ivi# 4ie»6S t^^ Q^mmurwerl^ep u-s-w, 4w 
Fftll ist, sfflfgftUjig %^ ysmßüßm Wflfliw^^h §iß ejfi.Verii^« 
.mArh^ (tf^ MasohiJie wtsleltt, d^r 4efttp giAspßr \9^^ JQ W3- 
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Qiger elastisch die zum äoss gekommenen M«dehinenUieil6 
sind. JVur bei volltommen elastischen Körpern ist die leben^ 
dige Potenz der Körper nach dem Stosse eben so gross wie 
vor dem Stosse. Hier findet kein Verlust an Arbeit Statt 

Wir betrachten zunächst zwei ttelastische Körper, deren 
Massen dmrch M imd m bezeichnet werden mögen. Ihre Ge- 
schwindigkeiten vor dem Stosse sden C und e, nach dem Stossn 
aber sei ihre gemeinscbafUiche Geschwinidigkeit = ii, welche 
nach einer der Formen (l) (2) $. 33 zu berectoien ist. 

Die lebendige Potenz der beiden Körper vor dem Slosse 

ist = — - -f -y-, nach dem Stosse dagegen ist sie ~= ^ q-^; 

MC ±z mc , ^ ' ^ "' r, . , " 
wo ti = — ist. Das obere Zeichen gilt für gleiche, 

das untere für entgegengesetzte Richtungen der Körper tot 

dem Stosse. . Der Unterschied unter den beiden lebendigen 

Potenzen vor und nach dem Stosse zeigt sich daher 

MC^ 4- mc^ IM + 8i)u^ 
= 5 — ^ — -^ — , oder wenn fiir den einen Fa- 

ctor u sein obiger Werth gesohrieben wird. 

'_ M(fi + mc« _ (MC ± mc)u 

~ l2 . '^' 2 T 

_ MC{C — m) +mc(c zp u) 

~ 2 

_ M[C — uf 4- m(ti.=P cf [•M [C — u) — m[uz^ c) -| 

~ 2 +^ L~ 2 J 

Der Zähler dier eingeklamme^en rfoösse ist Null, denn er 
komnit auf IfC =!= mc ^^ «(If 4- ^) zurdck. Folglich ist der 
durch den Stoss hervorgetretene Verlust an lebendiger 
Potenz 

im _i r(c-t i)« mtu =it cf . 

^ ^ r 2 ' "^ • 2 • 

' *fer hintere Körper hat durch den Ötoss an Gesohwindig^ 
keit verloren C — 1^, < dagegen hat' det^ vordere Körper die 
Geschwindigkeit = ti qr o gewonnen. Demnach betrAgf der 
durch den Stoss zwischen zwei ünelastii^chen Körjpem entstan- 
dene Verlust an «lebendiger Potenz genau so viel^ als die Summe 
derjenigen lebendigen Potenzen beider Körper^ die dai Wftb- 
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i*end des Stosses gewonnenen oder verlorenen Geschwindig- 
keiten entsprechen. 

§.38. 
Durch den Stöss zwischen irwei TönLomnlien elastischen 
Körpern entsteht kein Verlust an lebendiger Potenz. Es iseien^ 
nach der bisherigen Bezeichnung, M und m die Masiäen der 
beiden Körper, C und r£: c deren Geschwindigkeiten vot dem 
Stosse, und & e die Gescfawmdigkeiten der Körper haeh dem 
Stosse: so ist die lebendige Potenz 4^r Körper vor dem Stosse 

= 5 , dagegen nach dem Stosse = ~ . 

km hat abeip. C t= 2ti — Ö und c —Zuzpc (nach (9) 
und (10) $.34) so wie 

_ MC^mc 

•• ~ M + m ' ' 
Wo das obei^ Vorzeichen voii e zu nehmen ist ^ wenn der 
vordere Körper vor dem Stosse dieselbe Richtung hat wie der 
hintere Körper; das untere Vorzeichen hingegen, wenn er ^ie 
entgegengesetzte Rifehtung hat. 
Es zeigt sich demnach 

if.C'2 + mc* ' M{2u — C)2 '+■ m(2ü q= c)^' 
2 2 

_ M(fl + mc _j^ Bii[(if,^.m)# ~ {MC ±i mc)'i = 



2 

M(? + mc« 



weil die eingeklammerte Grösse durch den 



2 
obigen Werth von u auf. Null «urttukkommt, 

. \ . "• .. §*• 39. 

Der Grand dieser Ersdkeiiiungeh liegt ellehi in den Mo** 
lecularwirknngeii der Körp^. WUhl-eiid nämlich an der Be- 
rflhrungsstelle die Zusatnmendrückung Statt fand, wurden Mo«- 
lecularkräfte •- hervorgerufen ,' welche ' dör gegwsettigeti Anna*, 
herung deb inaleriefeii Thäüe entgegen arbeiten. 'Der darattii 

hervortretende mittlere Druck ist (S. 3? Nr. 7} P=5 ■:srrr- T ■ 

geAihden, wo ^ die Ahhäli^itm^ deiEt iirtotlsendän Körpers lA 



den gestossenen während der ZiufammendrückuAg' beaeichneU 
Die aus P entspringende Arbeit ist also = jp.*^, und dieae bl 
als eine negative Arbeit oder als die Arbeit eines Widerstan- 
des anzusehen, weil unerachtet die Kraft P dahin wirkt, die 
m^lerielleu Tbailfi imseinaiider za halten, dennoeh eine Anna- 
h^nipg zwiscbw ihnen eintritt. Da nun zwisckeii unelastisehea 
Körpern der henrorgebirachte Eindruck naeh dem Siosse be* 
stehen blßibt) ^Q ist jene Arbdt der Moleeularwir|[ungen P.$ 
aljf reiner Verlust anzusehen. In der Thdt zeigt sieh der k 

1 37 Nr. 17 berechnete Verlust E^^ZÜ^ 4. ^i^^^)^ -^ ^^^n 

MC zti mc 
man darin für u den Werth u es — — — sub|;titui{^, = 

Mm{C:mc)^ _p . * 

2{M+m) 

Bei elastischen Körpeqi^ hjngM^gen üien die Molecularwir- 
kwgeÄ nach <iefp Apgenb^clf 4^, 879f|ii^K:2llsaww^4r^kvAg 
eine fernerp MWl PH«S difi' el»pjtfi»Bs :??? P,#, ^, pin^ rq^ 
tive ist} weil l»|§|r wirklich piflp.gegenMtJffß J^fi^fiung fjer 
materiellen Theile hervorgebracht |vi^f). P|p ßvn^nt^ 4§i^ A^-^ 
beiten der Molecularwirkungen während d^r i8[anzen pau^r des 
Stosses ist also Null, und e^ findet, l^^in Vfrlust an leb^pdiger 
Potenz der Körper durch den Stoss Statt 

Einrammeo ckr Pfäble. 

^. 40. 

Das Einrammen der Pfahle bezweckt, diesen eine hinrei- 
chend feste Lage in dem Boden zu verschaffen, um sie filhig 
zu machen, ein gegebenes Gewicht W. g zu tragen, ohne dass 
sie tiefer einsinken. Sie müssen also durch den Boden theils 
an der unteren Pfahlspitze, tkeils aus deii dunch den Druck 
des Erdreichs g<efen die SeilenwäM^ des Pfahls dastJbat ent^ 
springenden Heihung einen Widerstand eoriahren, der aunde-*- 
stens eben so grasis ist, wie das voa den^ PfoU demnädist zu 
tragende Gewicht. Dieser WtdefStaüd heaeichiM« die Tragfä-* 
higkeit dea Pfahls,. 

Es i|i^i Adie Masse des Pfahls (nach Kilogrammen ausge- 
4^ücl^t,)^ ^ 4iQ tfa«f^ d^is; l^iwmkIot:ies (Kaqon^hlren); beklf, 
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Pfahl und Bir, werden als nnelastibeh vorausgesetzt. Bei' 
jedem Schlage falle der Bär aus der Höhe = h auf den Kopf 
des verticalgestellten Pfalils, und es sei e die Tiefe, um welche 
der Pfahl durch einen Schlag in den Boden eindringt. Dage- 
gen sei W.g das auf de» Pfahl «u legende Gewicht, welches 
deni Widerstände des Bodens g^gen das Eindringen des Pftthls 
gleich fcoRuiit. 

Indem der Rammbftr aus der Höhe h auf den Pflihl trifft, 
hat er die Geschwindigkeit c ^^ V %A, während der Pfahf 
ruht. Durch den erfolgenden Stoss nehmen Bftr und Pfahl 
die gemeinschaftlidie Geschwindigkeit 

R.c 

U =s — — 

R + P 

an, welche durch den Widerstand des Bpdens Wg während 

der Zeit t des ^insinkeus .wieder pifgehpben wird. Es ist 

hiebei auf dfis Einsinken des P&Us während der sehr kurzen 

Dauer des Stosaes keinö Rücksicht genommen. Auch kann 

angenommen werden, dass der Widerstand fTj^. während der 

Zeit i constant sei. Demnach ist die aus diesem Widerstände 

entspringende Geschwindigkeitsverminderung während der Zeit- 

W a 
einheit (Verzögerung) = ' p , also, die gemeinschaftliphe 

Geschwindigkeit des Pfahles und Rammklotzes nach der Zeit i, 
vom Anfang der gemeinschaftlichen Geschwindlgfkeit u ange- 
rechnet, 

W.g 

und der während dieser Zeit t von einen Puncto des Pftihls 
durchlaufene Weg * ist 

Wgt^ 

■ • * '=^ "^ r+7' T 

Die Bewegung des Pfahls in den Boden, oder dessen ßjn^inken 
dauert so lange bis. f) = o geworden ist. Dann aber ist 7 = / 
und « = e, maii hat also die Gleichungen 

Wg fi 



e = ui 



RH-? 2' 



Subfltituirt man d«n Wertb tob i am der ersten Gleichung, 
80 erhsk man 

u« Ä + P 

•==I -FT' 

welche Gleichung man auch gewonnen haben würde , wenn 

man die Arbeit des Widerstandea gegen den PfaU wfthreod 

des Einsinkens (=: W» g .e) gleich der lebendigen Polens des 

Pfahls und Rammbären im Augenblick des vollendeten Slosses 

/ u^.{P + R)\ 

1= ^y^ — -M gesetzt hätte. 

Wird in der vorstehenden Gleichung ftbr « srin Werth 
_ R.v _ R^V^2gh 

^ ~ jT+P ^ R + P 

geschriöbeh, so erhält man 






* B^ _ h.R.g 



W Ä-hP~ W.g , P' 

welcher Ausdruck zeigt, dass bei demselben Widerstände des 
Bodens [W.g] und derselben Arbeit des Gewichts des Ramm- 
bären [h.R.g]^ der Pfahl desto tiefer durch einen Schlag ein- 

P 

sinken werde, je kleiner der Bruch — , d. h. je grösser die 

Masse des Rammbären gegen die des Pfahls ißt. Man wird 
also den Pfahl mit einen schweren Rammklotz, den man aus 
massiger Höhe herabfallen iässt, vortheilhafter in den Boden 
eintreiben, als mit einen leichteren Rammklotz, den man aus 
grösserer Höhe herabfallen Iässt, so dass das Product h.R.g 
in beiden Fällen gleichen Werth annimmt. Dieselbe Erschei-^ 
nung zeigt sich bei. dem Einschlagen eines Nagels, der durch 
einen schwereren Hammer mit kurzren Schlägen leichter ein- 
getrieben wird, als mit einem leichten Hammer unter weit 
ausgeholten Schlägen. 

Die Masse TT, welche auf den Pfahl gebracht werden 
muss, um dem Wiclerstande des Bodens gegen das Einsinken 
des Pfahls Gleichgewicht zti halten, ergiekt sich aus der obigen 
Gleichung 
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Ed y ersteht sich aber von selbst, dass man d^ Pfahl 
nicht mit W belasten werde, wenn er, ohne tiefer einzusinken, 
eine Last dauernd zu stützen hat, wie dieses bei den Pfählen 
der Fall ist, die irgend ein Bauwerk tragen sollen. Welchen 
Theil des W man unter solchen Umständen dem P&ihl als 
Belastung auflegen dürfe, hat man bisher noch nicht ausfindig 
gemacht; auch würden solche Bestimmungen wegen der ver- 
schiedenen Beweglichkeit des Bodens, die ausser vielen an- 
deren Ursachen von dem sehr veränderlichen Grade der Feuch- 
tigkeit desselben abhängt, ihre ^genthümhchen Schwierigkeiten 
haben; Bei d^n Fundamente des neuen Museums in Berlin 
wurden, die PfiUe mit einem 1500 % sdiweren Hanunklotz uo 
eingerandmt^ das« sie in der Jetzteh Hitze von 25 Schlägen 
auf 2 bis 3. Zoll eindrangen. Die Fallhöhe war 4 Fuss. Die 
mittlere Belastung eines jed^ Pfahls betrigt etwa 40000 Pftande*). 

' 2* 1 

Hiemach ist A = 4, B = 1500, e = ^, \^ = zr^rrr : . nehmen 

1/C.25 120 

wir P=700 an, so wird TT =490900. Die nachherige 
Belastung . eines PfSahls beträgt also etwa tss^^W. — Di^ 
Grundpfähle unter dem neueu Packhoftgebäude in Beriin dran- 
gen in der letzten Hitze von 25 Schlägen 2^ Zoll tief ein. 
Die Hasse des Rammklotzes war 1500 Pfunde, dessen Fallhöhe 
5 Fuss ; die nachherige Belastung eines Pfahls beträgt 37500 
Pfunde. Hiernach ist 1^=613600, und die Belastung etwa 
^=^ tV ^- ^ ß®* einem Grundbau in Potsdam waren PfAhle 
mit einem 9 bis 10 Centner schweren Bären eingerammt, Iso 
dass sie in der letzten Hitze von 20 Schlägen, als sie deh 
festen Boden gefasst hatten, um 4 bis 5 Zolle zogen. Sie 
haben jeder 260 bis 270 Centner zu tragen bekommen, und 
man bemerkte zwanzig Jahrö später nicht den geringsten Fehler. 
Nehmen wir demnach «^=950, Ps=700, c = 4^ Zoll == yg^, 
A = 5, so wird Tfs=s 146800 und die Belastung etwa ~-^W.— 
Bei einem Baue in Potsdam, wo die RostpMle 40 Puss lang 
waren und so lange eingerammt würden , bis sie bei einer 
Hitze von 20 Schlägen mit einem 1650 <3 schweren Ramm- 
klotze bei einer Fallhöhe => 5 Fusseii nur 4 Linien eindrangen, 



. *) Romberg Zeitschrifl für prakUscbe Baukaost. 6ler Jahrgang 
1846. Seita 222. 



obgleioh die Belastung jedes einzelnen Piniils nur 43370 ft 
betraf, fiiid dennoch ein Sinken Statt. Hier war die auf^** 
setzte Last etWa ^ W. -^ Beim Fundamente eines Leuoht-* 
thurms in Guxliaven würden 72 Pfühle verwandt, welche mit 
einem Rammklotze von 800 % bd einer Fallhdhe von 4 Fuss 
so weit eingetrieben sind, bis sie bei einer HMse von 25 
Schlägen nur noch ^ Zofl tief eindrangen. Bin jeder Pfahl 
hatte spftter ungefähr 25000 <S zu tragen, welche BelasliBig 
etwa :*=z ^W ausmacht 

Man darf hiernach den sichern Stand der PfkUe nicht eher 
als verbärgt ansehen, bis sie den festen Böden erreicht haben; 
Unter günstigeB Umsländen wird »an die davamde Belastung 
des Phhls, vorausgesetzt, d|$s er zu deren Tragkraft die 
hinreichenden IHmensionen besitze, auf den lOten Ms den 
5ten Theil des nadi ebigek* Formd bereduieten Werthes von 
W ansetzen könnet^. Weitere Bßßtimn^ungen gehören in di^ 
Baukunst. 

Van der 8a8|iniflieQsetzuog uqd Zerlegiutg dar GtadiwiflH 
digkeileii und Kröfte. 

§. 41. 
Die Bewegung eiu^s m^teri^Uw Pw»Pte is^ nicht immer 
unmitteUiiar gegeben, auch rührt sie nigjit imwer von eiwr 
einzigen Ursache ber| ^ens wenig ist der gtandpunqt, von 
wo au^ die Bewegung crkaont wird, imm^r m unveränder- 
licher. Man k^nnt vielmehr die ßßwegungen, welcfee der ma- 
terielle Punct naeh ein^^elnen gegebenen Richtungen annehmen 
würde, wenn ^ es ihm verstattet wäre, einer eini^igen dieser 
Richtungen w folge», ^ß i^t nun die Frage, wie und uach 
welcher üiphtung der matei^elle PuncV sich wirkKcb bewegp» 
wird, wenn ihm jene ei»srfnen Bewegungen nacfe den gege* 
benen' verschiedenen Jlichtungen gleich zeitig sollen zuge- 
schrieben werden können. Die Beantwortung- dieser Frage ist 
von der höchsten Wichtigkeit, Denn es lassen sich nicht allein 
einfache Vorrichtungen nachweisen, durch welche einem Körper 
verschiedene Bewegungen, deren jede so ausgeführt wird, als 
ob alle übrigen gar iiicht vorhanden wären ^ gleichzeiüg mit- 
gctbeilt werden können; sondern es ist auch ein i^Jlgemeiiißs 
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Naturgesetz^ dass ein malerielli^r Pmcl, auf ireloben gleich- 
zeitig mehr» tasciei*e Drsacheil wk!kei) sidh fflr jeihi derselben 
gleich empfHog^ob flieigl^ äte ren jdder die Ikmigmig und 
eben 00 aufnimmt, ab wireu M» ihrigen Uhfadita ausser 
Thfitigkeil. Die Bewegung > welche efai niaterieiler Puct in 
Folge mehrer ih» gleichseitig ertheiiter Bewegwtgea wii^Uich 
annimmt, heisst zusammengesetzte oder r^isulttrende 
Bewegung; dagegen werden die ursprünglich ihm ertheilten 
Bewegungen die Seitenbewegungeli oder di^f Gompo^ 
nenten der zusammengesetztes Bewegung genannt Sie 
entsprechenden Namen erhalten die Geschwindigkeiten ittd 
Kräfte, die den genannten Belegungen zukommen. 

Bs reicht zunächst hsa, nui* zivei Seilehbewegungen nebst 
der daraus resultirenden Betregung zu beirächten. 

Der mat^elle Punct betehreibe in einer Ebene die geiüd- 
linige Bahn AB (Fig. 11), äi> dtss er wlbrend der ZeM I Ton 
A nach M' gelang. In* dieser Zeit I aber versehiebe sich die 
Ebene mit der Linie AB nach der Richtung ACj so dass AB 
m die Lage il'fi' g^räth* IMr materielle Punct befindet sich 
hiemach zu Ende der Zeit t in M. Die beiden Bewegngeti 
des materiellen Puncts auf AB, so Wie der Ebene nach der 
Richtung AC sind die eine ton der anderen ganz unabhängig 
geblieben. Man kann also den SeNenbewegungen beliebige 
Eigenschaften beilegen und dem Vorsiehenddti gemäss den Ort 
des materiellen Puncts nach jeder beliebigen Zeit nachweisen. 
Von besonderem Interesse ist es aber 1) beide SteiteiAewe- 
gungen als gleiöhf&mnge, 2) h^iie als gleickftrmig beschleu- 
nigte, 3) die eine als gleichfbrnlig, di^ andere als gleichförmig 
beschleunigt vorauszusetzen* 

«. 4^. 
Erste Anuirhm'e. Die beiden Componienten sind gleich« 
förmige Bt^wegüngen. • Die Geschwindigkeit der Bewegung des 
materiellen Puncts in der Linie AB sei s= c, und die Ge- 
schwindigkeit der Ebene mit der Linie AB' sei nach irgend 
einer von den Richtungen^ die in dieser Ebene liefen, =?c\ 
bewegt sich nun die Ebene nach derselben Richtung AB^ so 
ist der materielle Pnncl. während der Zeit I auf AB fortge^ 
schritten uin ü^#, die ganze Linie AB ist zugleich von den 
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anftngliohen Ort Ä in derselben Riohtnng vm c'.t entfernt 
worden; folglich ist Bach der Zeit t die Entfernung des ma- 
teriellea Pnnets von . dem anfänglichen Orte il^ &« (e -}- &) t^ 
Die resultirende Geschwindigkeit isl also =? o «f c. Hätte sich 
<fie Ebene mit ÄD nach der entgegengesetzten Richtung be- 
wegt, so würde die resultirende Geschwindigkeit 9m e — o' 
gewesen sein. 

Die Ebene mit der Bahn AB habe die Seitenbewegung 
nach der Richtung AC (Fig. 12). Ist nun der materielle Punbt 
auf AB während der Zeit t nach D gekommea, die Bahn selbst 
aber in die parallele Lage EF \crse\ziy so dass ADsscit 
und i4^=:c'./ ist: so befindet sich der materielle Punct am 
Ende der Zeit / in dem Endpuncte F des aus AD und AE 
construirten Parallelogramms. Eben so ist Jf der Ort des 
materiellen Puncts nach der Zeit 7, wenn die Seiten des 
Parallelogramms AGMH^ nämlich AQs^e.T^ AHssc'.T voraus* 
gesetzt werden« — Die drei Puncto A^ F, M liegen auf einer 
geraden Linie. Denn da DF und QU der Lime AC parallel 
kttfen, so sind die Winkel ADF und AQM einander gleich 
Ausserdem ist , . . . 

1? — ^ — --i — f. 

Di ~AB~ d7i ~ c'' 

AG _ Ae _^ il? — 1 tj,- 

0M~ AH ~ o7t ~ 7" 

ist — = — -, folglich sind die Dreiecke ADF^ ilGIT einander 

ähnlich, und der Winkel DAF ist dedi Wiühel QAM gleich, 

d.h. die drei PunctOj A^ F, Jf liegen, auf denselbän geraden 

Linie. Da dieselbe Betrachtung für beliebige andere Örter des 

materiellen Puncts gilt, so zeigt sich die zusammengesetzte 

Bewegung als eine geradlinige, in welcher während der 

Zeiten t und T die Wege AF und AU beschrieben werden. 

Diese Bewegung ist aber auch eine «gleichförmige. 

AF 
Denn dieselben ähnlichen Dreiecke ADFi AGÜ liefern, -7- = 

--- = -^ = -— , mithin verhalten sich die durchlaufenen 
AG c.T T' . . 

Wege wie die zugehörigen Zeiteii. Wird die Gesdiwindigkeit 

der resnltirend^i Bewögung. dürdt Cbeiteichnet, iist also AF 



tz C. iy so ^et man w^en AB <=z o.t und AE =:: ff.t im 



AD : AE: ÄF =:i c: c": C, 
uad daraus folgendeH Satz: 

Wenn einem Körper nach zwei verachiedenen Richtungen 
zwei beliebige Gesdiwkidigkeitön gleichzeitig erlheiit sind , w 
hat dieses diesette. Wirkung, ids w^e dem Mörper eiiie ein^ 
zige Oeschwindii^e'U vitgetheiit, : deren iUohtiing mai GtbBse 
durch, die Dia^[<aBale -des Paralleiogramms beaeiehnet wird,» dei^- 
sen Seiten in der RiGhUmg der ertbeSlea GeeohwindigkeiteB 
Jiög» und diesen Geschwindigkeften proportional sind. 

. "'• S. -43,' 

Einen tiulHf^n Satz findet man unter den fiesehwindig- 
keiten, welche bei einer Bewegusg m Frage kommen, die von 
aineifi verduderiiehen Standpuncte aus wahrgenommen wird. Bs 
sei AM (fig. 12) die.Bdin «oies gleichförmig bewegten Körpers, 
wfe man sie von einem festen Standpuncte A aus erkennen 
würd^ Nun aber bleibe der Beobachter niehl in A^ sondern 
bewege sidi selbst j^eichfÖrm% nach der ftibhtung AB, so 
dass er sich in Dund 6. befindet, wenn der materielle PuiKet 
in F und M angekommen, ist Der ni D und G angekommene 
Beobachter sieht den. midfceriellen Putict nach dbr Bkfatung DF, 
OM .und wird. also, wenn er seine eigne Bewegung incht wahr-- 
nimmty oder davon absieht^ denselben ffindruoh der Bewegung 
des materiellen Punctös bekommen ^ als wäre- er selbst^ an A 
geblieben, und der materielle Punct habe sich nach der Rich- 
tung AC bewegt. Diese letztere heisst deshalb die schein- 
bare oder relative Bewegung des materiellen Punets, wäh- 
rend die Bew^pang desselben nach ilJf die absolute, die 
nach i4£ lingegen die eigene oder die Trtensporl-Bewegung 
genannt zu werden pflegte 

Man '«-sieht hiernach, dass die absolute Bewegtmg ei«» 
ne^ materieBew Punds 'immer als 4iie TosultiDende Bewegung 
der. relatiyiön des Punctsimd der eigenen Bewegung des 
BtehaeMers anzusehen 4A. **^ EX>en'sa>ergiebt> sich, dass die 
reliitive Bewegung h^rvoitritt, wenn man 'die absohite und die 
eigene. Bewegongy'dictseiabe^ in entgegengesetzte Richtung 
genommen, zusämmenseizt; denn iiE erscheint ak Diagonale 



4^ PäridlelOgrailiins/ dessen «Mtm ilF und Affrs*^ AU)AtsL 
Endlich, d&ss die eigene Bewegung des Beobachters afar die r(U 
sultirende aus absoluter and entgegend^etzDer reMIEver Bewe- 
gung anzusehen ist — Wird deminlefe B: Bt TOii einen Wa* 
gen aus^ dev die eigene (jesehwitidigkeil eii^nack der HiMitung 
AB beMtzl, ein Kinrper wt der nJaÜTeir Geschwindigkeit ^ 
nach der Richttiüg iM7 geworfen, so fiiitfet ilaii die wvklidie 
Richtung «nd iSeschwiftdigkeit dei^ Körpers* mi der Diä|[omle 
ÄF des .Parallelogramms^ dessen Seiten AD wmA AE den Ge-* 
achwindigkeitett <)« mmt e» proportional sind. 

Eben so, wenn SM (fig. 13) die Richtuiig eines Lioktstrahls 
bezeichnet, dessen absolute Geschwindigkeit s=^ c« durch MC 
vorgestellt sei; der von dem Lichtstrahl getrolDTene Beobachter 
aber naek der Richtung AB die eigene Gescbwiiufigkeit e= Ce 
besitzt, so ist die Riddmig md Gesehwindigkeit ^ des Licht- 
s^ahb gegen Am BeMmohtcr (relative Geschwindigkeit) durch 
die Diagonale ME des Paralleiogmnis MDCB vorgeslelll, des- 
sen Seite MC der äbs^men Gesehwindigkeit €^, die SMie MD 
aber dar nach ei^egengesetfiter flMiitQiig gewadamenen eigenen 
GescbUindigkciit t« pifopörtional ist Kam dad Lichl vo» txium 
Steril 8 imA der ibsolnlen . Oesehwindigikwit c. (40600 Meilen) 
hier, so wird eih. rühmender Bbobftöhter tn M dentlelbefl nach 
der Bäeätaig «S; ein mit der Gesdimiid^keil e« ^* Mk»0k) 
naeb AB sich bewegender Beobachter :«ker den Slern liaoh der 

^^«^.«/..«^RioMung Mff sdhen; die naeh den hier ängenoirtmenen Zahlen 

^^;'ii/A^ etwa u» 20 Seouttiiten von M8 abweicht. 

§. 44. ; 
ZweiAe Antidhinej Die beiden Componienlen sind gleich«^ 
fiirmig besehletnigiei Bewegungen^ . deren^ Besohleinigimgeai duüdi 
k und k beseichaet Werden inögefli. Haben beide Bewegon** 
gen gleiche oder entgegengesetzte Richtung^ so ist im ersten 
Fall die BesiAleunigung der zusammengeseizten Bewegung = 
k^hiy itt BW^^n csk-^k'.-^ Sind aber AB und AC (fig. 12) 
die Richtungen der beiden Bewe^ungeuj so ist der in der Zeit 
4 von dem marlerieUen PuiMte auf AB dut-eUanfene Weg iAD 
:?r ikifiy zogleich hat AB eine VtMetxnAg nech jSJT eriijtteii, 
so dirsiS jeder Punei der Linie ^ AB, nach ider Richtung Aß ei-^ 
Ben Weg AE k fiM^ b^sehrieben hat. Bildet man also aus 



AD nnd AE das Paranelogüraimii ADKF, so ist F dar Ort des 
matoriellen Puncts am Eftde ^tor Zeit t Ebim m zeigl skik^ 
dass der Körper am Ende der Zeit T in M sdn müsse, wemi 
AS C3 ^^.7^ AHrzzik\T^ und iiaiW das über AG und iOT 
coiuitniiile ParaUelogramaft verstellt, r-^ Auoh. hier Uegpes die 

AB 

drei Puncte il, F und IT auf derselben geraden Linie, da -~ 

= — = ^ und Winkel ADF = Wink. AGM ist, folglich die 

Winkel DAF und GAM einander gleich sein müssen. ^^ Die 
zusammengesetzte Bewegung ist demnach geradlinig, ihre Rich- 
tung ist durch die Diagonale eines ParaUelogramms AGMH ge- 
geben, dessen Seitoi i44P, AM den BesditeuBigungen Jr und k' 
proportional sind. Sit ist aber auch eine gleieySönnig be-» 
schlennigte Bewegan^, denn die währ^td d«r Zeites I und T 
zurückgelegten Weg« werden diueh die Liniea iU^ und AM 
vorgestern, und iä AFiAM csz ADiAQ asssi fi:T^ ist, so ver- 
halten sieh dieselben, wie die Quadrate der zugehörigen Zei-* 
ten, welche Eigewohaft der gleichförmig keseUettnigten Be* 
wegung zukommt. Ist K die Beschkunfgiiiqf d^r ZiiS9mmen- 
gesetzten Bewegung, so wird d^ während der Zeit i dur^h-* 
laufeoie Raum durch AF sz ^K.fi vorgestellt, und «an hat 
AVUBiAF :=: h:U:K. 

Es zeigt sich demnach folgender Satz: 

Wenn einem Körper nach zwei beliebigen Richtungen 
gleichzeitig zwei gleichförmig beschleunigte Bewegungen er- 
tbeilt werden, so entsteht dieselBie Wirkung, als hätte man 
dem Körper eine einzige gleichförmig beschieuiigte Beweg|iuig 
mitgetheiit, deren Richlang und Beschleunigung dweb die Dia- 
gonale des ParaUelogranuiis angezeigt wird, dessen Seiten in 
der Richtung der ertheilten Bewegungen liegen mid derai Be«» 
schleuniguagen proportional sind. 

Da die auf dieselbe Masse thäügen oowAanlen ^Bäfte den 
durch sie erzeugten Besohleunigungen 'propottional sind, so 
kann man in dem vorstehenden Satze anstatt. Besehleuaigangen 
auch constante Kräfte setzet. Der Satz liefert dann das 
Gesetz der Zusammenseizung der Kräfte, sowie der Satz ($.4^ 
die Zusammensetzung der Gesehwiadigkeiten lehvta Beide 
kommen. auf die Coiustraction eines Parallelogramms und des«* 

vir ick, L«brb. d. ftleek. 5 



ien Dift^foiiile aus zwei Seit^ und dem eingf&schlosi^^nen Wl^ 
Icel^ ader aveh «nf die Constnictlon dnes Dreiecks ili>F(F^. 12) 
aus den beiden Seiten AD^ DF und dem eingeseblosseneii Win*^ 
hei ADF^ welcher das Supplement des gegebenen Winkels EAD 
swiscken den Richtungen der Seiten-^Geschwindigkeiten oder 
Kräfte ist, zurück. Unter den Seitenkräften (Seitengeschwin- 
digkeiten), der resultirenden Kraft (Geschwindigkeit) und den 
Winkeln zwischen deren Bichtungen finden also dieselben Be- 
ziehungen Statt wie unter den Seiten und Winkeln eines 
Dreiecks. 

S. 45. 

Auch die umgekehrte Aufgabe: statt einer gegebenen Ge- 
schwindigkeit oder Kraft zwei andere Geschwindigkeiten oder 
Kräfte, die an die Stdle jener einzigen gesetzt werden dürfen, 
tazugeben, kommt nicht selten vor. Dieses ist die Aufgabe 
der Zerlegung der Geschwindigkeiten oder Kräfte. Sie kommt 
offenbar darauf zurück, über der gegebenen Diagonale eines 
Parallelogramms dieses Parallelogramm selbst zu construiren, 
und ist daher, wenn l^iiie näheren Vorschriften für die Rieh* 
tungeü defr Seitengeschwindigkeiten oder Seitenkräfte gegeben 
sind, unendlich vieler Auflösungen Mig. Doch pflegen solche 
Vorschriften in den einzelnen Fällen der Anwendung nicht zu 
fehlen. 

$. 46. 
Da sich zwei Geschwmdigkeiten oder Kräfte zu einer ein- 
zigen zusammensetzen lassen, so ist dasselbe auch von mehr 
als zwei Geschwindigkeiten oder Kräfte nachzuweisen. Denn 
nachdem die durch die Linie AB und AC (Fig. 14) TorgestelU 
ten GeschwimUgkeiten oder Kräfte zu AP zusammengesetzt sind, 
lässt sich AP mit der dritten Geschwmdigkeit ader Kraft AD 
zu AQ ziKiamamisetzen, mid es wird die aus den Geschwin- 
digkeitm ABy ACy Aß zusammengesetzte Geschwindigkeit der 
GbrOsse und Richtung nach durch AQ vorgestellt, welche die 
Diagonale des Pafrallelogramms ADPQ ist., dessai Seite AP 
selbst die Diagonale des Parallelogramms ABCP abgiebt. Of- 
fenbar ersieht man, dass die Construction dieser Parallelo- 
gramme nicht durchaus ndthig war um AQ zu erhalten; man 



konnte auch lurch B die Linie BP^ welche der AC gleich und 
parallel ist, abtragen und an diese durch P die Linie PQ, weU 
che gleich und parallel mit ÄD ist, ansetzen. Nach diesem 
Puncte Q war endlich die Linie ÄQ zu ziehen. Man hat jetzt 
keine Parallelogramme , sondern ein Polygen ÄBPQ gebildet; 
daher dieses Verfahren auch wohl mit dem Namen des Poly- 
gons der Geschwindigkeiten oder Kräfte belegt zd werden 
pflegt 

Dritte Annahme. Die eine -der beiden Componenten ist 
eine gleichförmige/ die andere eine gleichförmig beschleunigte 
Bewegung.^ Die zusanuqengeselzte Bewegung ist jetzt nicht 
mehr geradlinig, sondem paraboliseh. Sie erscheint, wenn von 
dem Widerstände der Luft abgesehen wird, bei jedem gewor- 
fenen Körper. Nur in dem einzigen Falle wo der Körper nach 
vertiealer Richtung geworfen wurde, bleibt er in dieser Rieh«* 
tung, beschreibt mit)iin eine gerade Linie. 

Der Körper oder materielle Punct erhalte nach der Rich«- 
tung AB (fig. 15) unter dem Neigungswinkel BAti =r a gegen 
die Horizontallinie AN die Geschwindigkeit = a, zugleich wirke 
die Schwerkraft auf ihn: so bekommt er eine zusammenge-» 
setzte Bewegung. Denn in Folge der ertheilten Geschwindigi' 
keit a, die er vermöge seines Behamingsvennögens unveran**» 
dert beibehält, nimmt er in der Richtung AB eine gleichför- 
mige Bewegung an, so dass wenn keine andere Kraft auf ihn 
gewirkt hätte, er nach der Zeit f um AB =: ai fortgeschritten 
und in B angekommen wäre. Nun aber wirkt atch die Schweiz* 
kraft, welche wenn sie allein auf den Körper thätig gewesen 
wäre, diesea während der Zeit i durch den Raum A€s=:^g.fi 
geführt hätte ^. Der Ort, an welchem sich der Körper zu 
Ende der Zeit t wirklich befindet, wird also durch die An- 
nahme gefunden, dass er sich von A nach B bewegt habe, 
während dieser Zeit aber diese Linie selbst um AC parallel 
nach unten verschoben sei. Der Eckpunct M» des Parallelo- 
gramms ABCM bezeichnet also die Stelle, an wekher sich der 
Körper am Ende der Zeit t befindet. Aber er gelangt von A 
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') Es ist g = 93t 163 =r 33,5906 hann. Fusse. 

6^ 
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nach m oickl auf dem geradlimgett Wege d^r Diagonale ded 
Parallelogramms AC8M. 

Um die Lage dea Puncte M zu bestimmen , fillle man ¥on 
M das Perpendikel MP auT die Horizontale ÄNy und berechne 
die Länge d^ Abscisse AP :=z x und der Ordinate PM ss y. 
Man hat aus dem Dreieck APB 

AP =: AB , cos fi oder 

a; = a . ^ cos Oy (1) 

femer PM =: PB — BM = AB sin a — AC 
oder y = a . I . sin o — i gfi (2) 

Aus 1) folgt t =;= : wird dieser Werth in 2) sub- 

' ^ Ä cos « ' ' 

stituirt, so ergiebt sich zwischen den Coordinaten irgend ßines 

Puncts der Bahn des Körpers die Gteichung 



Sie 'gehört der unter dem Namen Parabel bekannten Ctirve 
an, welche dem Umstände, dass sie die Wurffinie ist, diesen 
Namen verdankt. 

Für den Punct A ist zugleich a? = o und y = o; es giebt 
aber noch einen zweiten Punct iV, für welchen auch y = o ist. 
Um den zugehörigen Werth von it = AN zn erhalten, setze 
man in 3) y = o und suche tt. Es findet sich, nach Weg- 
lassung des gemeinschaftlichen Factors x, die Gleichung 

"^^ **»»*- 25^«' 

,. \^ 2a*cosa*tang« . 
hieraus » = 4Af :55 — — — -. 5^ oder 

9 
a« sin 2a 

AN =31 , (4) 

9 
Diese Linie AN, welche Wurfweite genannt vird, bekommt 

einen desto grösseren Werth, je näher sin 2 a = 1 wird ; sie 
ist am grössten für a = 45 Graden ijuid diese gröbste Wurf- 
weite ist 

a* 

ar -. (5) 

9 

Für Werthe des Winkels «, die um gleich viel grösser 
oder kleiner als 45<^ sind, bleibt die Wurfweite ungeändert. 



Denn ist a = 450-|-|S öder a = 45® — /?, so wird in bei- 
den Fällen der W^rth von sin 2 a in 4) 

= sin (90 zt: 2fi!) = cos 2ß, 

a2co»2/J 

also die Wurfweite = -. 

9 
Die Wnrfi^eito AN' mi der söhiefen Ekene, d^en Nei-^ 
gungswinkel gägen den Horizont sc i tst^ findet sich folgen-^ 
dermassen. Da iV' ein Punct der Worfliine ist, so müssen des« 
sen Coordinaten AP' = AN' cos • und F'iV' = AA' sin t der 
Gleichung 3) entsprechen; setzt man aber daselbst statt x und 
y die vorstellenden Werthe von AP' und P'N'^ so erhält man 

, . . .„» . * ö'.-tiV'ÄCOSi» 
i4iY. smi = AK cosi.tango —-^ -. 

«US welcher 

2a^oasosin(a — i\ 

AN' = ^ ^ 

^.COSf'* 

oder auch, wegen 2 cos a. sin («—i) tas gin(2tt— •) *- rini, 

g cosf* 
folgt. 

Bei unverändertem Werthe des Neigungswinkels i wird 
AN* am grössten, wenn 2 a — • = 90®, also a — 45° + ^t 
ist. Die Richtung AB, nach welcher der Körper von A aus zu 
werfen ist, damit die grösste Wurfweite auf der glöÄeigteh 
Ebene entsteht, muss also den Winkel HAN' zwischen der Ver- 
ticale AH und der geneigten Ebene AN' halbiren. Denn in 
dieser Annahme ist « = Bi4^ = t -f i(90~i) = 450+Ji 
wie gefordert wurde. ^ 

Für Werthe des Winkels a, die um gleich viel grösser 
oder kleiner 8^1» ^^^ = 45^ + ^1 sind, ändert sich die Wurf- 
weite nicht. Denn nimmt man « = 45^-1-^» + /? ^^^^ a = 45o 
-{'^i — ßySo erhält man 2 « — »= 90 it: 2/J, und da sin 90 ± 2ß 
sszcos2ß ist, so wird in dem einen wie dem anderen Falle 
die Wurfweite auf der geneigten Ebene 
a* cos 2/? — sini 
~ g cost« ' 

, „ . a« 1 — sini 

und die grösste Wurfweite daselbst ist = — - , 

g cos t 



T» 



oder = — 



g 1 + sint 2y cos(45 — ^t]*' 

S. 48. 
Die grösste Höhe^ welche der geworfene Körper erreicht, 
erf&hrt man aus der Gleichung 3), indem man die Bedingungen 
aufsucht, unter welchen y am gröasten wird. Diese Gldebung 
lässt sich wie foi^ schreiben 

und da das Product gx(ä^$ln2a'-' gx), dessen Factoren die 
unveränderliche Summe a^sin2o geben, am grössten wird, 
wenn die Factoren einander gleich sind*], also 90^=^.0^ sin 2« 
angenommen wird, so muss unter diesen Umständen auch y 
den grössten Werth erhalten. Man findet also die grösste 
Höhe, welche der geworfene Körper erreicht, wenn man in 
dem vorstehenden Ausdruck von y, für ^ den Wertb ^a'^. 
sin2o substituirt. Diese grösste Höhe ist also 

ir=J^.sino« (7) 

2g ' 

Nach den Regeln der Differentialrechnung hat man um den 
grössten Werth von y aus 3) zu finden, — = o zu setzen. 

QX 

Das giebt 

o = tanga -^ -, 

a'sin2a 
also gx =: wie oben. 

Die Abscisse a?, welche der gröbsten Höhe des geworfe- 

a^ sin 2 v 

nen Körpers entspricht, zeigt sich = —- ; sie ist der 

^9 



*) Denn nimmt man (Fig. 16) den Durchmesser AB eines Halbkrei- 
ses als Reprisen tanten von a* sin 2 a , den Abschnitt AP = g», so ist 
der andere Abschnitt PB = a' sin2a — ga:, und es wird das Product 
AP . PB durch P(j^ Torgestellt. Dieses PQ nun wird am grössten, wenn 
es in CD übergeht, welches geschiebt sobald AP z=:z AC z= ^ AB ange- 
nommen wird. Der grösste Werth des obigen Products wird also ge- 
funden , wenn mao ^ ss= ^ a' sin 2 «< annimmt. 



71 

halben Wurfweite gleich, welches der BeschaffeUhdl d^ Pa- 
rabel gemäss ist 

Für a — 450 ist die Wurfhöhe = —, und für <» = 90^ 

Cr . 

beträgt sie — ; ein vertical aufwärts geworfener Körper steigt 

also zwei Hai so hoch, als der mit derselben Geschwindigkeit 

unter dem Neigungswinkel von 45 Graden geworfene Körper. 

Die Wurfweite für a == 45^ ist nach der Gleichung 4) 

= — . Diese ist also vier Mal so gross, als die Wurfhöhe 

9 
bei 45^ Elevation, und zwei Mal so gross als die Wurfhöhe 
des vertical aufwärts geworfenen Körpers. 

S. 49. 

Die Geschwindigkeit des geworfenen Körpers an irgend 
einer Stelle M seiner parabolischea Bahn lässt ijfich a^f fjolr 
gende Weise bestimmen. 

Zunächst ist seine Geschwindigkeit auf der beweglichen 
Linie AB (fig. 17) = a, zweitens hat die Linie selbst mit dem 
Körper eine fallende Bewegung, in deren Folge sie während der 
Zeit t aus der Lage AB in die CM angelangt ist. Der Körper 
hat also am Puncto Jf mit der Linie Cüf eine Geschwindigkeit 
nach der Richtung MP = g,t, und nach der Richtung MO die 
Geschwindigkeit = a. Werden diese beiden Geschwindigkei- 
ten zusammengesetzt, so erhält man die Geschwindigkeit des 
Körpers am Puncto M, Zuvor aber kanp man die Geschwin- 
digkeit a nach den beiden Richtungen MQ und MB, von denen 
MQ horizontal, MB vertical sein soll, zerlegen, und statt a nach 
der Richtung MO, die beiden Geschwindigkeiten a cosa nach 
der Richtung MQ, und a sin a nach der Richtung MB setzen. 
Hiernach hat der Körper in M die beiden Geschwindigkeiten 

1) vertical aufwärts = a sin« — gt 

Z) horizontal «=? a cosa. 

Die erste werde durch MS (fig. 17), die zweite durch MQ vor- 
gestellt. Aus ihnen setzt sich die Geschwindigkeit MT ^=^ c 
des Körpers zusammen. Nun ist 

JW« = Jf0* + pr« = MQ^ + MS^, also wird 

c« = a* cos a* + [a sin a — gt\^ oder 
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ci ^ ^« _ (2agi sina — ^fi). 
Multiplicirt man die Gleichung 2) des S 47 mit Zg^ 90 flndel 
sich 2agt sina — j/^fi = 2gy^ und wird dieses in der vor- 
stehenden Gleichung substituirt, so bekommt man zur Bestim- 
mung der Curvengeschwindigkeit des Körpers an irgend 
einem Puncto M seiner Bahn die Gleichung 
e» = dß -. 2^. (8) 

Es mag hier nicht tinerwähtit bleiben, dass die Stttze über 
die lebötidige l^otenz, und die Arbeit der Kräfte auch bei 
krummlinigen Bewegungen ihre Anwendung finden , wiewohl 
hierüber später noch umständlicher gehandelt werden wird. 

Die lebendige Potenz des Körpers in Ä ist z=z —- y wenn m 

die Hasse desselben bezeichnet ; am Puncto jlf hingegen ist sie 

=: -^. Die Änderung der lebend^en Pot^xs des Körpers 

bei seinem Übergange von dem Puncto A nach dem Puncto JT 

ist also = ^ . Diese Änderung, ist aMnige Fiolge der 

Arbeit der Schwerkraft, welche dem Product des Gewichts des 
Körpers (m^) in den nach der Richtung der Schwere zurück- 
gelegten Weg, der hier durch — y bezeichnet wird, gleich ist. 
Man hat also die Gleichung 

mc* — ma^ 

g— — = — m%.^; oder 

c« = a« — %gg, 
welche mit dqr Gleichung (8) vollkommen übereinstimmt. 

Die Gleichung (8) zeigt, dass die Curvengeschwindigkeit 
des geworfenen Körpers veränderlich ist, und mit der Höhe, 
die er allmählig erreicht, abnimmt Seine geringste Geschwin- 
digkeit findet in dem Puncto £ seiner grössten Höhe Statt, und 
ist = a cos a, welche gefunden wird, wenn man in (8) für y 

den Werth (7) nämlich ^r- siil «* substituirt. Att Äwei Stellen 
2g 

M und M' seiner Bahn, die auf beiden Seiten von EF gleich 

hoch über der Horizontallinie AN liegen, wo also y gleichen 

Werth hat, ist die Curvengeschwindigkeit gleich gross^ und an 

dem Puncto iV, wo er die Horizontale AN beim Niedersinken 
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wieder erreicht, ist die Gesohwindigkeil eben go gross wie in 
il^ wo er geworfen >vurde, «ifiliiich üsa. 

Setzt der Körper seine Bewegung über AT hinaus fort, so 
tritt er unter die Horizontallinie AN] die Ordinaten wie P'*M" 
sind nun negativ zu setzen, und man erhält zur Bestimmung 
4et Gescbwindlgkeit des Körpers am Punctci Sf' die Gleichung 

c« tziii» + 2^ (9) 

Die Geschwimfigkeit wird imiiar grösser, aber ^e hängt üb^-* 
aH nicht Ton 4er Richtung der Bewegung, sondern »lein ron 
dem yerticalen Abstände des jedesmaligen Orts des Körpers 
gegen den Anfangspunct A, und v(m der anfilngiichen Ge- 
schwindigkeit a ab. 

Zur Bestimmung der Richtung der Bewegung am Puncte 

M dient der Wiiriiel TMQ, den die Diagonale MT des schon 

oben benolzten ParaBelogramms M8TQ nnt der Richtung der 

horizontalen Abgcissenirxe einschliesst. Es ist 

QT dP.sina — pi 

tang TMQ = i--= -, 

* ^ MQ ö cos« ' 

oder wenn für t sein Werth i = gesetzt wird, 

flcosa '^ 

gx 

tangflfO = tanga = -, 

^ ^ a^cosa« 

Die analytische Geometrie zeigt aber, dass, nach Gleichung 3), 
die Berührungsllnie des Puncts tt denselben Winkel mit der 
Richtung der Abscissenaxe einschliesst. Der geworfene Kör- 
per hat also an jeder Stelle seiner Bahn die Richtung der 
Tangeiite derselben. 

Von den gezwungenen Bewegungen. 

S. 60. 
Wird ein Körper durch äussere Vorrichtungen z. B. un- 
durchdringliche Linien oder Flächen genöthigt, einer anderen 
Bahn zu folgen, als welche er den auf ihn wirkenden Kräften 
gemäss beschrieben haben würde, so nennt man die Bewegung 
eine gezwungene. Der Körper übt in solchen Bewegungen 
immer einen Druck gegen die Vorrichtungen aus, welche ihn 
zwingen, die vorgeschriebene Bahn zu beschreiben. Die ein- 
fachsten Beispiele solcher gezwungenen Bewegungen sind die 
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auf einer geneigteH Ebene und die PendeftewegODgen. Von 
ihnen soll jetzt gehandelt werden. 

Bewegung auf geneigter Ebene« 

Es sei AC (Fig. 18) eine feste Ebene, Welche gegen den 
Horizont AB um den Winkel CAB sc a geneigt ist, und des- 
halb geneigte Ebene genannl wird* Auf Skr befinde sich 
ein Körper P, wdcher wenn er frei wilre, nach der Richtung 
der verticalen Linie ¥Q herabfalleil wdrde. Seine bewegende 
Kraft in dieser Linie FQ ist, wenn dessen Masse durch m be* 
zeichnet wird, = m.g. Da er aber durch die Fesligkdt d^ 
Linie AC genöthigt wird, längs der Linie PA herabzugleiten, 
wobei er dnen Druck gegen CA ausflbt: so zerlegt sich dm 
Kraft n^j welcher die Linie PQ proportional sein mag, in eine 
bewegende Kraft PT nach der Richtung der Litne CA^ und in 
den Druck PR rechtwinklig gegen CA. Diese beiden Seiten 
PT, PR des Rechtecks PTQR findet man, da die Winkel PQT 
s=z QPR = a sind, aus den Formeln 

PT == PQ, sin uy und PR = PQ cos a; 
es ist also die bewegende Kraft W, welche die Bewegung auf 
der geneigten Ebene CA hervorbringt, 

= m.^.sina, 
und der dabei von dem Körper gegen die Ebene ausgeübte 
Druck 

= mg. cos HC. 
Der Körper P hat auf der geneigten Ebene,' weil er durch die 
constante Kraft mg sin a getrieben wird, eine gleichförmig be- 
schleunigte Bewegung, deren Beschleunigung = ^ sin a ist. 
Nennt man nun a die anrängliche Geschwindigkeit des Körpers, 
c dessen Geschwindigkeit am Ende der Zeit t, und s den wäh- 
rend dieser Zeit auf der geneigten Ebene durchlaufenen Weg, 
so hat man die Gleichungen 

c =: a + gt.sina 1) 

« = a^ + ^gfi sin«. 2) 

War die anfän^iche Geschwindigkeit a = o, so vereihfachen 
sich diese Gleichungen in 

c = gt. sin a 3) 

$ = ^gfi.sincc 4) 
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Eliminirt man die Zeit t auB den beideoi Oleichungen 1) und 
2)^ so findet sich 

c* = a* + 2^««since ^ - 6) 

oder, wenn man r. sina = A^ setzt, wo h die verticale Pro- 
jection des auf der geneigten Ebene durchlaufenen Weges s 
bezeichnet, so hat man 

c« = a» + 2gh. 6) 

Aus dieser Gleichung, welche von dem Neigungswinkel n nicht 
weiter abhängt, ergiebt sich, dass wenn K))rper zwischen zwei 
Horizontalebenen auf geneigten Linien CA, CA (Fig. 19) oder 
auch auf der verticalen Linie CA' herabfallen, sie die untere 
Horizontale A'A' mit gleicher Geschwinidigkeit erreichen müssen, 
wofern sie im Augenblick des Durchgangs durch die obere 
Horizontale C'C einerlei Geschwindigkeit besassen. Denn ist 
ihre Geschwindigkeit in der oberen Horizontale srnOy und be- 
zeichnet h den verticalen Abstand der unteren Horizontale von 
der oberen, so ist die Gesdiwindigkeit jedes Kdrpers in der 
unteren Horizontale nach ^* 

c = V^ö« -f- 2gh. 
Übrigens kann noch bemerkt werden, dass dieselbe Gleichung 
6) auch für die freien Wurfbewegungen ^It (§ 49 Nr. 9). 

Die Gleidiung 6) lässt sieh nacl^dem sie mit m multipUcirt 
ist folgendei^estalt schreiben- 

Der erste Theil dieser Gli^husg bes^0hnet daß Mass der nö** 
tilgen Arbeit, um die Masse iti aus der Geschwindigkeit a in 
die Geschwindigkeit c zu versetzen, und der zweite. Säiz stellt 
das Mass der Arbeit des Gewichts mg dar, während es sich 
um di^ Höhe: fi vertical herabbewegt. — . Mai^ sieht hieran^ 
dass die obige Bestimmung für das Mass der Arbeit (§ 23) 
sowohl in freien als gezwungenen Bewegungen gilt, wofern 
man den vom Angriffspunct der Kraft durchlaufenen Weg auf 
die Richtung der Kraft projicirt, und das Product dieser Pro- 
jection in die Kraft als das Mass der Arbeit der Kraft ansieht 

Ist die GiBSchWindigkeit a = o, d. h. geht die Bewegung 
des Körpers von der Horizontale CC ans, so sind die Zei- 
ten, in denen die Linie CA, C4\C'A' bis zu der anderen 
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Horizontale Ä' A dtrchlanfen werden, diesen Linien CA^ CÄ^ 
C"Ä' selbst proportional. Denn man hat aus 4) 

9 sin a g sin a^ 

nachdem $ = -; — gesetzt ist. Für eine andere geneigte lA'* 
nie hat man 



,=^ 
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mithin ist /: r = -r^ : i = -A- : J^ — CA\CA\ 
sma suia sin« swa 

d. h. die Zeiten verhalten sich wie die Longen der geneigten 

Linien zwischen denselben Horizontalen. 

Die auf v^scbiedenen geneigten Linien während gleicher 
Zeiten durchlaufenen Wege verhalten sich wie die Sinus der 
Neigungswinkel der geneigtai Linien. Denn sind a u' die 
Neigungswinkel zweier Linien, « / die auf ihnen während der- 
selben Zeit / durchlaufenen Wege, so ist nach 4) 

s = ^^|2 sin«, / s= ^gfi sin« 
folglich « : / = sin « : sin a\ 

Während also in verticaler Richtung die Linie CA (fig. 20) 
durchlaufen wird, werden auf den geneigten Linien C/, CA' 
nur die Sehnen Clf, CM' in dem Halbkreise über CA beschrie-* 
ben, die sich wie die Sinus der Neigui^^swinkel V, a verhal- 
ten. Auch werden die Ergänzungssehnen MA^ itA in dersel- 
ben Zelt durchlaufen ; denn diese verhalten sich wie die Sinus 
der Winkel ACM^ ACM\ folglich auch wie die Sinus der Nei^ 
gungswinkel MAÄ, M'AÄ. 

Bewegung auf gebrochener und krummer Linie. Centn«* 

fugalkraft. 

$. Bl. 
Hat ein von keiner Kraft angegriffener Körper nach der 
Richtung AD (fig. 21] die Geschwindigkeit = e, so wird er im 
Folge seines Beharrungsvermögens diese Richtung und Ge- 
schwindigkeit beibehalten. Trifft er aber am Puncto B eioe 
zweite Linie BC^ die so vorgerichtet ist^ dass der Körper ge- 
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nölhigt wird, seine bisherige Ripblung BD p löte lieh zu ver* 
lassen und der neuen Ricklung BC 2u folgen , . so entsteht an 
B ein Stoss, und der K^er bewegt sich nit veränderter 
Geschwindigkeit in der Richtung BC fort Denn stellt BD die 
Geschwindigkeit c vor, so zerlegt sich diese nach den Rieh-* 
tungen BC und BFy welche letztere rechtwinklig gegen BC liegt 
Es sei der Winkel DBC = a^ das Parallelogramni DFBE ist 
ein Rechteck, niithin ist BS zsz BD.ooB^e und BP =? BD. sin a. 
Die Geschwindigkeit nach der Richtuiig BC ist also 

c' 3= c.coso. (1) 

Der GeschwindigkeitsverlusI, welcher aus dem plötzlichen 
Übergange der Bewegung nus der Richtung AB in die BC ent» 
steht, ist also o — c'=zc (17-cosa), mithin dem Sinusvensua 
der Ricbtvngsänderung proportional Die nach der Richtung 
BF Statt findende Componente der Geschwindigkeit o, ist ss 
:^ ^«sin«; die U&r entsprechende Quantität der Bewegung 

9=;s fi^.sina, (2) 

wo m die Hasse des Körpers vorstellt, wird durch die Rüek*> 
Wirkung des Puncts B aufgehoben. 

Man kann sich den Torgang am Puncto B auch so vor- 
atellen, dass daselbst durch die Wirkung des Körpers gegen 
die Vorrichtung, wodurch die Richtungsänderung entsteht, in 
dieser eine Kraft nach der Richtung BF' rechtwinklig gegen 
BC hervorgerufen wird. Construirt man nun aus der Seite BD 
= c und den Richtungen BF' für die andere Seite, BC für die 
Diagonale das Parallelogramm BJDF'B^ so zeigt sich die nor-> 

male Geschwindigkeit Bf = EF'. ^^^L — BD ^*"" 



sin F'BE sin90o 

s= c.sina, und die Geschwindigkeit, mit welcher der Körper 

«« sin BDB 

seine Bewegung nach BC fortsetzt, BE = BD -^— — = 

' sm BED 

sinf90 — «) 
= ^ • — ^-77;^ — " = c . cos a, welche Werthe mit den obigen 
sm 90 * ^ 

übereinstimmen. 

$. 5Ä. 
Diese Betrachtung lässt sich auf die krummlinige Bewe- 
gung eines Körpers anwenden. Es seien A und E zwei Puncto 
einer krummlinigen Bahn (fig. 22), deren Tangenten durch ABB 



^ 



TS 

und BEK vorgestellt sein mögen. An Ä hat also der Körper 
die Richtung ÄBy an £ die Richtung EK. Hätte er plötzlich 
die Riditang il£ veriassen, um in die neue Richtung •Aif über- 
zugehen, so wttrde die Geschwindigkeit nach BK &» i? . cos a, 
und nach der Richtung BL rechtwinklig gegen BB «r ctsiner 
sein, wofern o die Geschwindigkeit an A, und a den Winkel 
zwischen den beiden Tangenten bezeichnet. Um aber aus der 
Vorstellung der Bewegung in d^ gebrochenen Linie ABB die 
der krummHnigen Bewegung im Bogen AE zu erhalten, muss 
man den Punct-E unendlich nahe an ii, also den Winkel a 
unendlich klein d. h. eos^ess 1 annehmen. In dem Punote B, 
welcher dem A unendlich nahe gedacht wird, findet also die-' 
selbe Geschwindigkeit c Statt wie in A, und da sich dasselbe 
für alle nachfolgenden einander unendlich nahe liegenden Puncte 
der Curve wiederholt, so zeigt sich dass in einer krummli- 
nigen Bewegung, auf welche keine anderen als zur conti« 
nuirlichen Richtungsänderung nöthigen Kräfte Wirken, überall 
dieselbe Geschwindigkeit bleibt^. 

Die Geschwindigkeit nach der Richtung BL (Fig. 22) =3: c. sina 
konnnt, wenn der Punct E dem A unendlich nahe gedacht wird, 
normal gegen die Curve zu liegen. Zugleich ist a unendlich 
klein, mithin kann das Bogenverhftltniss et für sin et gesetzt wer- 
den. Indem also der Körper in der Zeit t von A aus nach 
einem unendlich nahen Puncto gelangt, entwickelt sich in ihm 
aus dem Beharrungsvermögen eine gegen die Curve normale 
Geschwindigkeit s» c . a. Einer Constanten Kraft welche in der 
Zeit T diese Geschwindigkeit erzeugt, entspricht die Beschleu- 
nigung = --^; wird also m die Masse des Körpers genjinnt, 
so ist das Mass dieser constanten Kraft oder des Drucks, des 

C u. 

Körpers gegen die Curve = m . -^. Dieser Druck wird die 

f. 



*) Es ist cos a ^ ^ " T ~H ®^®** ■>■'"'"* ("'o a nneDdlich klein an, 

so wird der Unterschied zwischen 1 und cos a mit einem an endlich 
kleinen Gliede der zweiten Ordnung anheben. Nach einer sehr grossen 
Zeit ist also die Änderung der Geschwindigkeit ein Unendlichkleines der 
ersten Ordnung, mithin gegen die Geschwindigkeit selbst nicht weiter zu 
beruckaichiigen. 



üentrifugalkraft dds-Kdrpers genannt, w<Äch« wenn sie 

\ tf'4 ff 

durch P bezeichnet wird , durch den Ausdruck P = m . 

gegeben ist, und nodi auf andere Weise dargestellt werden 
kann. 

Mäh errichte AM rechtwinklig auf AB, und BM rechtwink- 
lig auf BE; beide P^rp^iidikei^ sohqeiflen sich im Puncte Jf, 
dem Centra 4es Kreises , welchem,, wofern. A nud^E einander 
unendlich nahe liegen, der Bqgen AB als zugehörig, anges«^ 
hen werden kann, und deshalb Krümmungskreis genannt 
wird. Ist nun der Krümmungshalbmesser >^lf= q, der Bogen 
AB rüs ff j so hat man, weil der Wtükel AME ss DBÜ =& b ist, 

das Bogenverhältniss « = — . Demnach wird 
p ^ ^'^'<^ 

odei", da der Quotient — die Geschwindigkeit des Körpers = c 
beaeicimet, sa entsteht 

d. h. das Mass der Centrifogalkraft des Körpers wird geftm*- 
den, wenn man das Produet der Masse desselben in das Quai 
drat seiner Geschwindigkeit, durch den Krümmungshalbmesser 
Beiner Bahn di^idirt 

Dasselbe Gesetz ergicfbt sich au# folgender DarsfeBung. 
Der Körper Ton der Masse = m bewege sich gleichförmig mit 
der Geschwindigiteit ü auf dem Umfange eines Kreises, wel- 
chen man für den jedesmalige» Krümmiingskreis ansehen kann, 
wenn die Bahii eine andere Curve als der Kreis ist In A hat 
er die Bichtung der Tangente AB (fig. 23). Da er dieser Rich- 
tung nicht folgt, sondern während der 'unendlich kleinen Zeit 
T den Bogen AB durchläuft, so muss von aussen nach innen 
ein Drupk gegen den Körper thäüg teio , der ihii ununtei^ro»* 
chen. aus der Tangente in den Kreisumfang treibt Die Wir- 
kung dieses Drucks b^tehl «ko darin, :den Körper während 
der Zeit % um BB nach dem Centro kiiizutreibeiu Sein Mass 

2 BS BA? 

ist also (nach § 15 Nr. 8) P = m . —^. Nun ist BE = —-', 
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da aber AU unendlich klein ist, w kann min ilf = a für AB 
und £D = 2p für i9l> setzen. Demnach wird 

da — = c ist. Dieses ist also das Mass des nöthigen Drucks 

nach dem Centro hin, um den Körper die Kreisbewegung aus- 
fuhren zu Fassen, oder des Drucks den der Körper von innen 
nach aussen rechtwinklig gegen den Kreis ausübt. 

f. 53. 

Ist die krumnünige Bewegung dne freie, sa kann sie 
ohne eine Kraft gar nicht bestehen^ und es wird entweder die 
ganze Kraft, oder ein Theil derselben dazu verwandt, die Wir- 
kung der Centrifiigalkraft aufzuheben; der andere Theil dient 
dann zur Änderung der Geschwindigkeit des Körpers. Ist aber 
die Bewegung eine gezwungene, so übt die Centrifugalkraft 
einen Druck gegen die Vorrichtung aus, welche die Bewegung 
zu einer gezwungenen macht; und wirken aoaserdtm noch 
Kräfte, so können diese sowohl den von der Zentrifugalkraft 
herrührenden Druck, als auch die Geschwindigkeit abändern. — 
In einer geradüaigeii Bewegung für welche ^ unendlich gross 
ist, hat man i' ffs: i^; hier findet keine Centrifugalkraft Statt. 

Die Centrifiigidkfaft hat «n verscJiMenen Stellen ein^ 
krummlinigen Bahn verschiedene Werthe, tn^ofem der Krüm«- 
mungskalbmesser oder diß Geschwindigkeit, <Midr beide zugleich 
als verttodertich gedacht werden. Nur in einer ^ichf^rmigen 
KreisbeweguQg ist die Centrifugalkraft eonstapt Wird / die 
Unlsiufs«eit des Körpers auf dem KrtetSie g^annt, so ist die 

Geschwindigkeit c = —-— , also die Centrifugalkraft 

In einer gleiohföraigen Kreisbewegimg verhält sich also die 
Cenlrifiignlkrafl direct wie der Radius des Kreises, und umge- 
kehrt wie das Quadrat der Uadaulszeil. Durohlaiifen Körper 
gleieher Masse Se Uufilnge (rersohiedenM* Kreise g)eiohi»eitig, 
so verhalte^ sich die 0^trifu^alkr|lfte auf diesen Kreisen wie 
deren Radien. Hiernach nimmt die Centrifugalkraft an der als 



Engel betrachteten Erdoberfläche vom Äquator nach dem Pol 
hin, mit dem Cosinus der Polhöhe ab. 



Yerticale Bewegung eines schweren Körpers auf gebrocbe- 
uer und krummer Linie. 

S. 54. 

In einer verticalen Ebene seien mehre gerade Linien AB, 
BC^ OD tt. s. w. (Fig. 24), welche verschiedene Neigangen gegen 
den Horizont haben, zusammengestellt, und ein schwerer Kör- 
per werde genöthigt, von A aus über AB, BC, CD ü.s.w. her- 
abzugleiten. Die Geschwindigkeit desselben in A nach der 
Richtung der Linie i4B sei s= a, in B dagegen ==? 6, so ist 
($ 50 Nr. 6) 

6« = a« + 2gB'B, (1) 

wo B'B den verticalen Abstand des Puncts B von dem Punete 
A bezeichnet. 

Im Punete B wird bei dem plötzlichen Übergange aus der 
Richtung AS in die BC, welche den Winkel-/^ mit einander 
einschliessen, die Cieschwindigkeil b v^mindert; sie ist in der 
Richtung BC z=z b cos fi zsz b\ Während der Bewegung auf 
der Linie BC vermehrt sidi die Croschwindigkeit durch den Ein- 
fluss der Schwerkraft; wird sie am Punete C durch c bezeich- 
net, so hat man wiederum 

c« = 6'2 -I- 2gC'C, (2) 

unter CC den verticalen Abstand des Puncts C von B verstan- 
den. Diese Geschwindigkeit e vermindert sich durch die plöte^ 
liehe Richtungsändening aus BO m CD, so das» sie nach der 
Richtung 01^ in c cos ;/ ss e tfl>ergeht, wenn y den Winkel 
zwischen ^ und CD bezeichnet Dufrch die Schwerkraft wird 
die Bewegung des Körpers über CD beschleunigt, so dass iKe 
Geschwindigkeit d in D aus der Gleichung 

(P '- c'2 + 2g. DD, (3) 

in welcher D'D die Tiefe des Puncts D unter € vorstellt, ge- 
funden wird. 

Diese Beti^ebtung kann auf eüie beliebige Menge aufein- 
ander folgender geneigter Linien ausgedehnt werden. Bleiben 
wir für den Augenblick bei drei Linien AB, BOj cp stehen, so 

Ulrich, Lebrb. (I. Meek. 6 



et 

lässt .8idh der Werth von d^ durch Verbmdang der Gleidmn«* 

gen 1) 2] 3) foIgendermaMen geben 

d2= ((a2+ 2gB'B) cos/^« + '^gCfC) cosr^+2gD'D. (4) 

In diesem Ausdruck erkennt man sowohl den Einfiuss der 
durch die plötzlichen Riöhtungsanderttngen entstandenen Ver- 
luste der Geschwindigkeit, ab der Vermehrung derselben aus 
der Wirkung der Schwere. 

fi. 55. 
Wenn sich nun ein Körper auf einer verticalen krummen 
Linie bewegt ^ so verwandeln sich bei seinem Fortschreiten 
durch die einzelnen auf einander folgenden Punote die plötz- 
lichen Richtungsänderungen in continuirliche. Liegen «Iso die 
Puncto Ä, Bj Cy D auf einer verticalen Curve einander unend- 
lich nahe, so werden die Winkel ß y unendlich klein^ und die . 
Cosinus dieser Winkel sind = 1 eu setzen« Man bekommt 
nun «US 4} 

(P =z a^ + 2g [BB + CC + DD) 
^ a^ +2g DK, (5) 

wo DK die Projeotion ded Bogens AD auf diti Verticale be- 
zeichnei Dasselbe gilt von jedem naohfolgendea uitendlioh 
kleinen Bog4»n. Wenn demnach e die Geschwindigkeit des 
Körpers an irgend einem Pnncte M (Fig. 25) bezeichnet, dessen 
Tiefe unter dem Pnncte i4 as y sei, und u die Gei^chwindig- 
keit des Körpers in A ist, so hat man allgemein 

ca= »2 + 2g, y. (6) 

Diese Geschwindigkeit o ist unabhfingig von der Gestalt der 
Gurre, es wird niur vorausgesetzt dass sie cMtiittiirUclie Rieh* 
tungsändeningan darbiete, also keine Sfjizen habe» 

Aus vorstekender Gleidumg ergabt sieh, nachdem mit der 
Masse m des Körpers muMplicirl ist| durch einfache Transpo^ 
sition 



m 



(t^ = ..,.,. m 



Der erste Thefl dieser Gletchmg leigt die Änderung der le^ 
bendigen Potenz bei dem Übergange des Körpers von A nach 
M\ der zweite hingegen die Arbeit des Gewichts des Körpers 
oder die Arbeit der Schwere während er sich dürok die ver- 
ticale Linie y bewegt Mnn findet also in frmn, gezwange* 
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nen, geradlinigen und krummlinigen Bewegungen, welche allein 
der Schwerkraft ausgesetzt' sind, die in einer gewissen Zeit 
herVorgdbraehte Änderung der lebendigen Potenz des 
Körpers gleiish der Arbeit der Schwere; indem man hier^ 
unter das Product des Gewichts des Körpers in die Projection 
der von ihm während derselben Zeit beschriebenen Bahn auf 
die Richtung der Schwere (VerticaUinie) versteht 

$. 56. 
Man kann bei der gezwungenen Bewegung eines Körpers 
auf einer verticalen Curve nach dem Druck fragen, den die 
Curve von dem Körper auszuhalten hat. Dieser Druck ist die 
Summe oder Differenz tsweier Kräfte, nämlich der normalen 
Componente des Gewichts des Körpers und der Centrifogal- 
kraft desselben. Zur Erläuterung diene die Bewegung der 
Masse m auf einem verticalen Kreide i4DBe (Fig. 26), dessen 
horizontaler und verticaler Durchmesser durch AB und ED 
vorgestellt sein mag. Der verticale Abstand eines Pancts M 
von AB werde durch p bezeichnet, und ftir Puncfe des Halb- 
kreises ADB positiv, des Halbkreises BEA negativ genommen. 
Die Geschwindigteit des Körpers in Ä sei =: a, in Jf =& c, 30 
hat man (nach $ 55] 

c« = a« 4- 2^, 
oder wenn h die der Geschwindigkeit a zugehörige Höhe ist 
d. h. a? =: 2^A gesetzt wird, 

Dieser Geschwindigkeit c an Jlf entspricht die Centrifugalkraft 

— , wo r den Radius des Kreises vorstiBlH. Der Körper drückt 
r 

also den Kreis in Folge seiner C^trifugalkraft nach der Rich- 
tung ML mil, einer Kraft 

= *-f^ (*+»)• (1) 

Hiezu Ji^mmt die . Componente des Gewichts des Körpers mg 
mck der Richtung ML bezeichnet MK dieses Gewicht, und 
J^egt ML in der Bicbtuqgdes Radius CÜSf, dagegen MN in der 
Richtung d^r TftBg6n|e(, so wird.jqne Componente nach ML 

MF 

= MK . cos KML = M cos FMC =:tng.—^ = 

6» 
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= mg.l. (2) 

Die tangentiale Componente dea Gewichts dea Körpera nach 
der Richtung JßV dient zur Hervorbringung der Geschwindig- 
keitsänderung. — 

Demnach ist der ganze Druck 8 des KOrpers gegen den 
Kreis oder die Spannung des Fadens , an welchem der Körper 
in dem Kreise um C geführt wird. 

8 = ^{A + y) + mg.^ oder 
r r 

S = '^(2A + 3y). (3) 

Hier ist y negativ zu nehmen wenn der Punct JH auf dem 
Halbkreise BEA angenommen wird. 

An den Enden des horizontalen Durchmessers AB ist y 
s= o; die Spannung des Fadens oder der Druck des Körpers 

gegen den Kreis wird daselbst = — —. Dagegen ist sie an 

f* 
den Enden des verticalen Durchmessers DE verschieden. Am 
tiefsten Puncte D ist sie, weil daselbst y s= r zu setzen, S 

= — [2h'-^Sr); und am obersten Puncte E, wo y = — r 
r 

gesetzt werden muss, hat man S = — (2 h — 3r). Soll der 

Faden fortwährend gespannt bleiben, so muss 2A>3r, oder 
a>^3gr sein. 



Vom einfachen Pendel. 

§. 57. 
Man versteht unter einfachem Pendel einen materiellen 
Punct, welcher genöthigt ist, sich im Bogen eines verticalen 
Kreises zu bewegen. Wenn ein sehr kleiner KOrper von gros- 
sem specifischen Gewicht z. B. eine kleine Kugel v^n Blei, 
Gold oder Platin an einem sehr dfinnen Faden, dessen Gewicht 
vernachlässigt werden kann, so aufgehängt ist, dass er um den 
Aufhängepunct in einem Kreisbogen frei schwingen kann, so 
kommt diese Vorrichtung der Vorstellung von einem einfachen 
Pendel desto näher, je kleiner der Körper und je feiner und 
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beweglicher der Faden ist Die Länge des Fadens vom Auf- 
höngepuncte bis zum Centrum der Kugel heisst die Pendellänge. 
Dieses Pendel dient zur Vergleichung mit dem zusammenge- 
setzten oder physischen Pendel, welches aus einem Körper be- 
steht, der sich an einer Stange (Pendelstange] um eine hori- 
zontale Axe drehen kann. 

S. 58. 
Es sei AB (Fig. 27) die Länge des einfachen Pendels, in 
A der Aufhängepunct, in B der materielle Punct, welcher sich 
auf dem Kreisbogen CBD bewegt. Man bringe das Pendel aus 
der verticalen Lage AB in die geneigte AC, und überlasse es, 
ohne ihm dne Gieschwindigkeit mitüntheiten, der Einwirining 
der Schwere auf den materiellen Punct in C. Das Pendel wird 
in beschleunigter Bewegung den Bogen CB beschreiben. Die 
Geschwindigkeit c des materiellen Puncts hängt von dessen 
Tiefe y unter der Horizontallinie CD ab, und wird nach der 
Formel c^ = 2^ gefunden, wo g die BescUeunignng der 
Schwere 9»,8116 bedeutet Am Pnncte B yertical unter dem 
Aufhängepuncte il, ist die Geschwindigkal am grössten, mit 
ihr fängt der materielle Punct in dem Bogen BD zu steigen 
an, erhält daselbst eine verzögperte Bewegung, so dass die Ge- 
schwindigkeit an einer Stelle M' eben so gross ist, wie an der 
symmetrischen Stelle M des Bogens CB, und gleich Null wird 
indem das Pendel die Lage AD einnimmt, für welche der Bo- 
gen BD dem Bogen BC gleich ist Das Pendel hat nun eine 
Schwkigung vollendet, und wird nach entgegengesetzter Rich- 
Uing eben so die zweite Schwingung durch den Bogen DBC 
ausführen, wie die erste durch den Bogen CBD geschah. Auf 
gleichiß Weise setzt das Pendel seine Bewegung unbegrenzt 
fort, indem es den. Bogen hin und zurück beschreibt Der 
Bogen CB oder BD, welcher der grössten Abwieiohnng des 
Pendels von der verticalen Lage AB entsprioiit, heisst die 
Elongation des Pendels, der ganze Bogen CBZ) hingegen die 
Amplitude oder der Schwingtingsbogen, und die Zeit in 
welcher der Schwingungsbogen durchlaufen wird, die Schwin- 
gungsdauer des Pendels. Es ist von besonderem Interesse 
diese Dauer in der Voraussetzung, dass die Schwingungsbogen 
sehr klein sind, zu kennen« ^^ ' ^^^ * 
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$. 59. 
Die Geschwindigkeit c des materiellen Puncts, welcher 
den Bogen CB (Fig. 28) durchläuft^ i^t in dem Augenblick wo 
er in Jlf anlangt c ;=;: V 2gFP, wenn FP die Projeotion des 
Bogens CM auf die Verticale AB vorstellt. Bezeichnet nun 
MM' einen unendlich kleinen Bogen, und t die Zeit in welcher 

MM' 

dieser Bogen beschrieben wird, so ist auch c =. ; man 

hat folglich 

MM' MM' , 

%'=! = • (l) 

^ yT^gFP 

Denkt man den ganzen Bogen CB in lauter unendlich kldne 
Theile eingeibeilt, und die zugehörigen Werthe von % berech-* 
net, so sIeUt die Summe derselben cKe Zeit dar, in weleker der 
Bogen CB durchlaufen wird, und diese Zeit iat die halbe 
Schwtttgungsdauer ^T, 

Der Bogen MM' in (1) Idsst ridi auf eine andere beqne- 
mere Grösse zurückführen. Ahn fiUle das Perpendikel itP' 
auf AB, und ML auf JEP. Das Dreieck MM'L ist dem Drei- 

MM' MA 

eck AMP ähnlich. Man hat daher -^p- = — -, also MM' = 

M L MP 

M'L MA 
= — Sp-"> ^^®^ w^™ *® Pendellänge AMz=l und PP' für 

l.PP' 
M'L gesetzt wird, MM' = 



PM 

Statt PM ist bei sehr kleinen Sohwingnngsbogen gestattet, 

BM 

die Sehne BM ^u substituiren : indessen wollen wir PJIf = — 

' A 

annehmen und demnächst für X einen Mütelwerth aufsuchen, 
welcher den äussersten Lagen AC und AB angepasst werden 
mag. Fü r Mein e Schwingungsbogen ist A =: 1. Da femer 
BM =r V 21.BP ist, so ergiebt sieh 

MM' = V'^^ == l.PP'. yTjL 

Subslituirt man diesen Werth in (1), so ergiebt sich 
A ^/ PP' 

^ 9 VBP.FP , 
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Beschreibt man über BF den Halbkreis FHB^ dessen Centrum 
G ist, und verlängert man die Linien Iff , ifP' bis an den 
Halbkreis in iV und N\ so ist yTßP.FP = PN] man hat also 

X ^l PP' 

2^ g PN 
Wird nun N*Q rechtwinklig gegen PN gezogen, so bt das Drei- 
eck l(QN dem Dreieck GPN ähnlich, woraus 

^ — üE. d ^£- — ^ 

PN "^ GN' PN ^ GUT 



mithin 

* ~ 2 ^ g ' GN 



v-4-^ m 



folgt 

Hiemach ist die Zeit t, in welcher der unendlich kleine 
Bogen MM' von dem Pendel beschrieben wird, von dem gleich- 
falls unendlich kleinen Bogen NN' des Halbkreii3es fNB ab- 
hängig gemacht. Den übrigen unendlich kleinen Bogen zwi- 
schen C und M entsprechen eben so unendlich kleine Bogen 
zwischen F und N. Man erhält dabff die Zeit, in w^lcb^ das 
Pendel aus der Lage AC in die AM gelangt, wenn man den 
vorstehenden Ausdruck (2) auf alle diese Bogen zwischen F 
und JV anwendet und die zugehörigen Werthe der v zusam- 
menaddirt. 

Demnach ist die Zeit I, in welcher der Bogen CM von 
dem Pendel beschrieben wird 

'=2^7'fflvv ^^ . 

und die Zeit T, m weleher das Pendel den Bogen CB durch- 
läuft, oder die halbe Schwingfungsdauer 
X ^l MB 

Die ganze Schwingungeidauer des Pfin<ißlsf T ifil hiernach 

T=k.n.yr^, (4) 

wo n das Verhältniss des Uiofangs mm DurchmeA^r ßim^ 
Kreises = 3,1415. bezeichnet. 

Für sehr kleine Schwingung^bogen ist A = 1 zu setzen; 
die Formehl 3) und 4) verwandehi sich nun in 
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1—1/-' ^ 

OBd 

Den nach dieser Formel (6) berechneten Werth von T 
versieht man, wenn von der Schwingungsdauer eines Pendefa 
dessen Länge = / ist, geredet wird. Denn diese Dauer ist 
von der Grösse des Schwingungsbogens ni«ht weiter abhängig 
sie setzt nur voraus, dass er sehr klein sei. Eben so xmm 
aus derselben Formel der Werth von / 

i=-9.-, (7) 

abgeleitet werden, wenn man die Pendellänge bezeichnen wifl 
welche einer gegebenen Schwingungsdauer entspricht; z.B. die 
Länge des Secundenpendels ist für Göttingen f^ JL— ^">^^^^3 
= 0-,994126. «« ft* 

Die Zahl A = ~ (Fig. 28) ist in der vorstehenden Be- 
trachtung als constant angesehen, welches jedoch der Wirk 
üchkeit nicht vollkommen entspricht, da sie sich mit dem Bo 
gen BM ändert. Für sehr kleine Werthe dieses Bogens ist X 
« 1 zu setzen; dagegen ist für den Bogen W der Werth 

"""" ^ ~ CF' '*'**'' '^®"" ^'^ Elongation BAC = e genannt 

wird X- = ^^"^^ _ _J_ _ 1 

' • sine — cos|e ~ V ^l — sinjLg»' "'^" genähert 

~ l-Jsin^e« *^*'®'' A = 1 + isinic«. Man wird also 
einen genäherten Werth des X fät aUe TheUe des Bogens CB 
finden, wenn man das Mittel aus den äussersten Werthen A = l 
und A = 1 + ^sin^e« nimmt, d. h. 
A = 1 + ^sinj«2, 

oder wenn statt der Elongation e die Ampfitude o = 2e ein- 
geführt wird, 

A = 1 + ^sin^o* 
gesetzt wird. 
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Die Gleichung 4) f&r die Schwingungsdauer des Pendels 
welches den Schwingungsbogen a beschreibt, verwandelt sich 
hierdurch in 

T^=:nyr^ .(1+ili^^. (8) 

Ein Secundenpendel, welches bei unendlich kleinen Schwin- 
gungsbogen (wie man zu sagen pflegt) in 24 Stunden 86400 
Schwingungen macht, bietet in derselben Zeit etwa 15 Schwin- 
gungen weniger dar, wenn der Schwingungsbogen 6 Gi^de be- 
trägt. Denn da ^a = P30' ist, so hat man -J^sin-^a^ = 
= 0,0001713; die Schwingungsdauer ist also Ti= 1,0001713 
Secunde, und die Anzahl der Schwingungen in 24 Stunden 

RB400 
= jQQQjy.o = 86400 — 86400.0,0001713 = 86400 — 14,8. 

Bei Schwingungsbogen r= 1^ ist der Unterschied statt 14,8 nur 
0,4 Secunde. 

Bezeichnet T die Schwingungsdauer des Pendels für un- 
endlich kleine Schwingungsbogen, hingegen Ti für die Ampli- 
tude = a, so ist nach 6) und 8) 

Ti = T(l +*sinitf«), 
aus welcher Gleichung man, wenn Tj und a gegeben sind, T 
berechnen und die gegebene Schwingungsdauer 7i auf unend- 
lich kleine Schwingungsbogen reduciren kann ^), 

§. 60. 
Die Formel 5), welche den Werth^der Zeit t liefert, in 
welcher der Bogen Clf, bei kleinen Schwingungsbogen, be- 
schrieben wird, enthält das Yerhältniss des Bogens FN zum 
Radius QN. Man kann sie daher, wenn der Winkel FGN durch 
fi bezeichnet wird, auf folgende Art schreiben 

t = iV^-^ . aro • /M. 
9 
Es ist aber Winkel BGN = 1800 — ^*, BFN = 90®— J//, und 

BiV , • BN ^ : Blfl BP, BF 

sm BFN=.-, also cosi/* = -. Femer ist — ^ .-^^ 

BP BM^ BN BM 

= — = — s» also r= = ^^, und da statt der Sehnen BM, 
BF BC^^ BF BC^ ' 



*) -Die geoauere Formel ist Ti= r(l + ^siii|«*+Äiin4 «♦+...), 
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BC die Bogen BM, BC g^aetat werden dfirfeiiy und das Yer- 
hältniss derselben dem der Winkel JUS, QABy welche durch 6 

* BN 

und e bezeichnet werden mögen, gleich ist, so hat man — 

BF 
ß A ' 

= -; mithin cos^/e = — . Hieraus folgt arc/t = 2arc(cos 

ß 

= -). Wird dieser Werth in der obigen Formel substitutrt, 

so entsteht 

I = V^ — . arc (cos = — ). 
9 ^ 

Aus der bekannten GlongatiaB # und dar Abweiobung $ des 
Pendels von der Verticale AB findet man hiemach die Zeit, in 
welcher das Pendel den Bogen CM durchlief. 

Durch Umkehrung der vorstehenden Formel erhftit man 

d. h. die Abweichung des Pendels von der Verticale wenn die 
Elongation e und die Zeit t bekannt ist. Bemerkenswerth hie-» 
bei ist der Umstand, dass von jeder beliebigen Lage angerech- 
net, das Pendel nach jeder vollen Schwingungsdauer die sym- 
metrische Lage gegen die Verticallinie AB annimmt« Denn be- 
zeichnet man durch 6' die Abweichung des Pendels von der 
Verticallinie nach der Zeit / + T*, so hat man 

ö' = e.cos((l+r)/^^), 
d. h. da nach 6) Tyf^ = n ist, 

0' — e COS(/V^^ + j,) = — C CQ^tyTj 

oder ö' = — ö. Das Pendel, welches in einem gewissen 
Augenblick den Winkel links von der Verticale mit dieser 
einschliesst, bildet nach einer darauf folgenden Schwingungs*- 
dauer denselben Winkel d mit der Verticale, aber ihr zur 
Rechten. 

S. 52. 

Aus dem Gesetz für die Berechnung der Schwingi^ngs- 

dauer in kleinen Amplituden r=:yiy^{—) zeigt sich unmittelbar 
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1) (busg M demfielben Orte die Sohwingungszeiten zwti&t 
Pendel verseUedener .Lingpe im Verhftttnias der Ouadratwurzehi 
ms den Pie»dellängeö stehen. T : T == yfl : y^/'. 

Die Pendellängen verhalten sich also wie die Quadrate ih- 
rer Schwingungsdauer. / : /' = T* : T'*. 

Macht das Pendel in der Zeil 4 n Schwingung^, dagegen 

das Pendel /* in derselben Zeit n Schwingungen, so ist 7=—, 

fi 

T' = * , mithin T : T' = n : ». 
II 

Demnach hat man /:/'=;:; n'^ : n' d. h. die Pendellängen 
verhalten sieh umgekehrt wie die Quadrate der Schwingungs- 
zahlen, welche js^leichen Zeiten zugehören. 

2) Dass ah Örtern, för welche g verschiedenen Werth hat, 
di^ Pend^togen gleicher Scbwingungsdau^ sich wie die Be*- 
schleunigungen der Schwerkraft zu einander verhalten. Denn 

es ist T = n >,r(— ) = n Vt-), also l : r z:^ g \ g\ Bleibt 

y y 

aber die Pendellänge unverändert, «0 verhält sich die Schwin- 
gungsdauer umgekehrt wie die Quadratwurzel aus der Beschleu- 
nigung. Denn aus T 7^ n V"H und ^ = »i v^("t) ^^H^ 

Bezeichnen wieder » und f|' die Anzahl der Schwingun- 
gen, welche das Pendel an dem einen und dem andern Orte 
in gleicher Zeit macht; ist also 7* : f = n : n, so hat man 
n'* : n^ = g : g d. h. die Beschleunigungen gt nnd g an 
verschiedenen Örtern verhalten sich zu einander, wie die Qua- 
drate der Schwingungszahlen, die derselben Pendellänge an je- 
nen Örtern während gleicher Zeit zukommen. 

GoDiBches oder Geatrifagal - Pendel. 

§. 62, 
Dieses Pendel ist an dem einen Ende (Fig. 29) so auf- 
gehängt, dass der materiellei Punct an dem anderen Ende M 
den horizontalen Kreis AMBAj dessen Radius = r sei, durch- 
laufen kann. Von dem Gewicht des Fadens oder der Stange 
OM wijd auch hier ganz abgesehen. Auf den materiellen Punct 
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in My dessen Masse ss m sei, wirken, willireiid er sich mit der 
Geschwindigiceit e in dem Kreise gleichförniig bewegt, zwei 
Kräfte: sein Gewicht = mg, welches ihn vertical nach MP 

herabzuziehen sucht, und die Centrifugalkraft = — , welche 

ihn nach horizontaler Richtung MN treibt. Diesen beiden Kräf- 
ten wirkt die Spannung des Fadens OM entgegen. Es muss 
also die aus jenen beiden Kräften resultirende Kraft MQ die 
Richtung OM haben, oder OMQ muss eine gerade Linie sein. 

_ , QN mg rg , OC 

Da aber tangpJfiV =z }- = -^z=, ^ md tangOlfC = — 

Bn mc c* C/Ji 

r 

= — ist, wo A den verticalen Abstand des Kreises AMB von 
r 

dem Aufhängungspnncte bezeichnet, so erhält man die Glei- 
chung 

g 

aus welcher die Geschwindigkeit c = r y ■— folgt. 

h 

Bezeichnet nun T die ganze Schwingungsdauer des coni- 
schen Pendels d. h. die Zeit, in welcher der materielle Punct 
M den ganzen Umkreis AMBA durchläuft, so ist die Geschwin*- 

im 

digkeit c auch durch den Ausdruck c = -=- gegeben. Setzt 

man diese beiden Ausdrücke von c einander gleich, so erhält 
man die Gleichung 

aus welcher die Sohwingungsdauer des conischen Pendels 

T = 2n ^j (2) 

folgt. Das conische Pendel kommt also in derselben Zeit auf 
seinen Ausgangspunct zurück wie das einfache Pendel vpn der 
Länge OC = Ä, die dem Abstände des horizontalen Kreises 
AMB von dem Aufhängepunete gleich ist. . 
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CMtlrifugal «Regulator. 

f. 63. 
Eine nfitzliche Anwendang gestattet das conische Pendel 
bei den MasoUnen, um deren Gang innerhalb bestimmter Gren- 
zen dw Geschwindigkeit, oder nahezu gleichmäsrig zu erhal- 
ten, namentlieh findet man dasselbe bei Dampfmaschmen be- 
nutzt. Zu dem Ende yerbindet man mit einer verticalen Welle 
CO, die durch die Maschine umgedreht wird, die beiden Arme 
OA und OB, an deren Enden A und B Kugeln befestigt sind 
(Fig. 30). Die Arme lassen sich um ein Gevrinde in O vertical 
auf und nieder bewegen. Mit den Armen OA und OB sind in 
D und B, gleichfalls durch Gewinde, die beiden Stangen CD 
und CB in Verbindung gesetzt, deren Enden C um ein Ge- 
winde an der Muffe C drehbar sind, welche sich an der Welle 
CO auf und ab verschieben lässt. Diese Muffe wirkt auf das 
Ende eines Hebels CFO, dessen Ende Q mit einem w^eren 
Hebelwerk zusammenhängt, wodurch die Klappe der Dampfzu- 
leitungsröhre mehr oder weniger geöffnet wird, so dass bei 
zu schnellem Gange der Maschine weniger Dampf, und bei zu 
langsamen Gange derselben mehr Dampf zugelassen wird, da- 
mit im ersten Falle der Gang verzögert, im letzten Falle aber 
beschleunigt werde. Es ist nämlich offenbar, dass bei ver- 
mehrter Umdrehungsgeschwindigkeit der WeUe CO, die mit ihr 
verbiuidenen Kugeln AyB in grössM^e Entfernung von CO ge- 
rathen, und die Muffe C in die Höhe ziehen müssen; bei vermin- 
derter Winkelgeschwindigkeit der Welle hingegen werden die 
Kugeln sinken, und die Muffe niederdrücken. Hiemit aber ent- 
steht zugleich die entsprechende Bewegung der Znleitungs-«- 
klappe. — Die hier beschriebene an Dampfinaschinen gewöhn- 
liche Vorrichtung hat mit Unrecht den Namen eines Regtdators. 
Denn die KBgehi A und B müssen sich an einer besünnnten 
Stelle des Kreisbogens, den sie um beschreiben können, be- 
finden, wenn die \V^inke1geschwindigkeit der Welle eine gege- 
bene, sein und bleiben soll Eine Änderung ihrer Lage ist mit 
einer Änderung der Winkelgeschwindigkeit nothwendig verbun- 
den. Kommt alsa z. B. die Welle CO durch Verminderung der 
Arbeit der Maschine, oder durch grössere Dampfspannung in 
sehnellere Drehung, so heben sich die Kugeln, die Dampfklappe 
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wird etwas geschlossea, es nirbmt wamger Dampf zu, der 
Gang der Maschine wird langsamer und ^ die Kugeln müssen 
wieder sinken. Die Dampfklappe wird nun wieder mehr ge- 
öffnet, der Gang der Maschine voti neiimn beschleunigt, dann 
wieder verEögert, kurz deir Centrifugalapparat bri^ Idoht eiiie 
unveränderliche Geschwindigkeit der Welle OC hervar, sandem 
hält diese nur innerhalb gewisser Gr^izen. Diese fijrsoheiniuh- 

gen stellt auch die obige Formel 1) -^ = — dar, in welche 

wir die Winkelgeschwindigkeit w «tor Weite 00^ und die Länge 
Oi4 rr: f des Arms, an dessen Ende die Kugel befestigt ist, 
einfüihretl wollen* Unter Wtnkelgeschwmdigkeit versteht man 
bei drehenden Bewegungen die Länge des während der Zeit^ 
einheit beschriebenen Bogens, dessen Radius st 1 ist Ge- 
schieht also die Bewegung t«f einem Bögen vom Radius &s r, 
so ist die Geschwindigkeit c desselben, welche der Winkel- 
geschwindigkeit w eiUspricht o ss r.w. Bezeichnet man ond«- 
iich den Winkel, welchen jeder der beiden Arme 0/4, OB mit 
der vertioalen Welle OC einschlieset, diffch AOC xs d, so ist 
h :s^ DA cos« tttj l.oouit und r :ii: I ünti* Die Forttiel 1) 
v^nvandelt sieh dediiroh in 

0)^ cos a = — . (3) 

Es muss mithin, so lange / eine unveräfiderUohe Länge behält, 
das Product ui^ oeso C(mstant bleiben, d. h; o 4ind m nehmen 
immer zugleidb jeu oder ab. Das CentritegAUPeudel in der 
beschriebenen Anordnung sichert demnaeh,. sobald die Arbeit 
der Maschine oder die Daihpfspannwg zu Beschleunigungen 
oder YerKÖgerungen Anlawl giebt^ nievaie eine unveränderiichye 
Winkelgeschwindigkeit ml 

Soll die Winke^eschwtndigkeit (o der verticalen WtfUe bei 
Jeder Lage der Kugeln unverändert bleiben, StO muss das Pro- 
duct / cos a = -^ constant werden d. h. es muss sich l mit 

« verändern. Die Kugeln dürfen nun keine Kreisbogen i^* 
schreiben, sondern sie müssen genöthigt werden, einer Gurre 
zu folgen, deren Normale BO ^ig. 31) eine verticaile Prejectian 

ifO = 05 . cos a = i^ liefert, welche sich nicht ändert wenn- 



gleiek « einen anderen Werth antiimmt. iHi andere Worten : 
die Kugeln tntbigen ridi auf einer verti<$alen Oarve beii^egen, 
deren Subnortnale consUnt Ist^ wobei die Axe der vertikalen 
Welle CO als Absciasenaxe angenommen ist. Man sieht hier- 
aus, dass die Curve CBB' eine Parabel sein muss, denn deren 
ßnbnormale ist constant und zwar dem halben Parameter gleieh. 
Die Gleichung der Parabel, welcher die Kugeln in dem Appa* 
rat unter den bezeichneten Bedingungen folgen müssen, ist 

2g 
demnach v'= ~ a?. Die Parabel selbst, deren Scheitel in 

auf der Welle liegt, kann hiemach leicht construirt werden, 
da die Wmkelgeschwindigkeit w, welche die Welle anzuneh- 
men hat, gegeben ist*^. 

Um die Kugeln Aj B zu zwingen, die vorgeschriebene Pa- 
rabel ACB ZU beschreiben, werden sie mit Leitrollen L in Ver- 
bindung gesetzt (Fig. 32), welche sich auf dem an der Welle 
OC befestigten Rahmen EDS bewegen. Die Curve BDE dieses 
Rahmens ist die ParaUel-Curve zur Parabel ÄCß, und wird aus 
dieser durch Abtragung gleicher Längen CD, AI, BL in der 
Richtung der Normale der Parabel abgeleitet. Dieselben Leit- 
rollen sind durch die Stäbe OL mit der an der Welle CO ver- 
schiebbaren Muffe verbunden, deren Gewicht durch ein Ge- 
gengewicht compensirt ist. Die Muffe wirkt durch den Hebel 
OPQ auf die Dampfklappe um die Zulassung des Dampfs zu 
reguliren. 

Durch diese Anordnung ist dafür gesorgt, dass die Win- 
kelgeschwindigkeit der Welle OC unverändert bleibt, oder dass 
genau so viel Dampf in die Maschine geleitet wird, als zur 
jedesmaligen Unterhaltung derselben Winkelgeschwindigkeit der 
Welle OC nölhig ist. Entsteht nämlich ein Anlass zur Ver- 
grösserung deß m, so heben sich die Kugehi) schieben di^ 
Muffe in die Höhe und lassen weniger Dampf zu. Die Win- 
kelgeschwindigkeit (u bleibt dabei unverändert, und auch die 
Kugeln bleiben an der höheren Stelle; der dadurch vermin- 
^ derte Dampfkufluss bleibt ungestört, bis aus einem anderweiten 



*) Diese wesentliche Verbesserang des Centrifagal - Regulators an 
DampfnaschineD hat G. A. Fraake Biete der polytechnikchtn Schule 
SU Haooorer aogcg«beo. 
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AnhBS wiederum efaie Neigung £ur Verftnderung der Wiiricel- 
geschwindigkeft eingetreten ist. Die Kugeln mögen hoch oder 
niedrig am Apparat stehen, auf die Winfcelgesehwindi^eit der 
Welle OC hat ihr Stand keinen Einfluss. Sie stehen hoch 
wenn wenig Dampf, niedrig wenn viel Dampf in die Maschine 
eingelassen werden muss, um dieselbe Geschwindigkeit m un* 
terhalten. 

S. 64. 

Um die Verschiebung der Muffe, welche das Hebelwerk 
der Dampfklappe in Bewegung setzt, nach oben oder nach un- 
ten zu bewirken, muss ein gewisser Widerstand, der von dem 
zu bewegenden Hebelwerk herrührt, überwunden werden. Die- 
sen Widerstand können wir dem eines zu hebenden Gewichts q" 
vergleichen. Offenbar muss die vermehrte Centrifugalkraft der 
Kugeln die Verschiebung der Muffe bewirken, und zugleich auch 
das Gewicht der Kugeln heben, sobald die Winkelgeschwindig- 
keit ff) einen kleinen Zuwachs J(o erhalten hat. Man kann also 
nach der nöthigen Masse der Kugeln fragen, damit ihnen eine 
so grosse Centrifugalkraft zu Theil werde, welche dieser Ar- 
beit gewachsen ist. 

Es sei (Fig. 33) OC die verticale Axe, um welche sich die 
Kugeln drehen, B. sei die Stelle einer der beiden gleichen Ku- 
geln, deren jede die Masse m, also das Gewicht mg haben soll; 
der Abstand des Puncts B von der Axe sei = r, die Länge 
der Normale BO werde = / gesetzt, und der Winkel BOC 
zwischen ihr und der Axe durch u bezeichnet. Das an B 
grenzende Bogenelement der Curve, welche die Kugel zu be- 
schreiben genöthigt wird^ sei = a< 

Die Centrifugalkraft der Kugel bei der Geschwindigkeit e 

ist = — = mrw^j da c=zroi ist; setzt man hier r = /sinof, 
r 

so ist die Centrifugalkraft der Kugel 3= m/ sin a . w^. Ändert 
sich die Winkelgeschwindigkeit in w + ^w um, so verwandelt 
sich die Centrifugalkraft in ml sina.((w-}-z/«)^. In Folge die- 
ser vermehrten Centrifugalkraft wird die Kugel um a cos « von 
der Axe weiter entfernt, zugleich wird sie und die Muffe um 
o sin a gehoben. Die mechanische Arbeit der Centrifugalkraft 
beider Kugeln s= 2ml sin a . (m+J(o)^» a COS a. muss al&o der 



Arbeit des Gewichts beider Kugeln = 2 mga . sin a und der 
Arbeit des Widerstandes der Muffe r= q.o ^in a gleich sein. 
Daraus entsteht die Gleichung • 

2rnlBin4)t(m-^Jai)^,üßOSa:=r2mffasina-{-qasinm. . (4) 

Hätte sich die Winkelgeschwindigkeit w vermindert in ai 
— Jwf so wäre die Centrifugalkraft der Kugel nicht im Stande 
gewesen, die Kugel am Puncte B zu halten. Die Kugel sinkt 
nun in Folge ihres Gewichts. Die Arbeit der Centrifugalkraft 
wird eine Widerstandsarbeit, weil ihr Angriffspunel der Axe 
näher rückt, obschon ihn die Centrifugalkraft von d^selben zu 
entfernen sucht. Man hat also jetzt die Gleichung 

2mga sin a = 2fii/ sin « (w — Jw)^ or cos « + qo sin a. (5) 

Lässt man in den vorstehenden Gleichungen den gemein- 
schaftlichen Factor a sina weg, und vernachlässigt das Glied 
Jufl, da z/(tf sehr klein vorausgesetzt wird, so erhält man aus 4) 

2mlcosa^^'{'imlcosa.w.Jüi=::i2mg-\'qj 
und aus 5) 

2m9=:2iii/c0Saa)* — imlcoSa.w.Jw-\'q. 

Wird hierin / cos a := ^ nach 3) sobstituirti ^o giebt die eine 

0)* 

wie die andere Gleichung 



(O 



<6) 



Setzt man das Gewicht einer Kugel mg ^sz Q und die zu- 
lässige Änderung der Winkelgeschwindigkeit ^w = ^ w, in- 

4em die sogenannte Regulinio^zaU n zyfif^en ,^0 und 3Q 
angenommen zu werden pflegt, so ergiebt sich > 

4ö 

g = — , und das Gewicht jeder Kugel 

im 

welches also bekamit wird, wiann der Widerstand, welcher aus 
dem Öffnen oder Schliessen der Dampfklappe entsteht,; gegeben 
ist. Wäre z. B. der Widerstand der Muffe gegen das Ver- 
schieben, ^ =: 4 %, und ft = 50^ so müsste das Gewicht Q 
einer Kugel = 50 ft betragen, damit die Winkelgeschwindig- 
keit höchstens um ^ ihres mittleren Werthes verändert würde. 

VI rieh, Lehrb.d.MMh. 7 
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Von der relativen Bewegung und den KräfleUi welche man 
in ihr als thätig voraussetzen muss, um die relative Be- 
wegung wie eine absolute bebandeln zu können. 

S. 65. 
Die relative Bewegung unterscheidet sich dadurch von ei* 
Her absoluten, dass wfthrend bei der letztem die Puncte und 
Richtungen, auf welche die Bewegung eines Massenelements 
m bezogen wird, als unveränderlich gedacht werden, in der 
relativen Bewegung hingegen das System der Puncte, auf wel- 
che man die Bewegung von m, bezieht, selbst in einer Bewe- 
gung begriffen angenommen wird. Es kommen also hier je- 
desmal zwei Bewegungen in Betracht, von denen die eine auf 
die andere bezogen werden soll, d. h. man will die Bewegung 
von m gegen das bewegliche System so auffassen, als befände 
sich dasselbe im Zustande der Ruhe. Bewegen sich z.B. zwei 
Massen (Fig. 34) M und m in gleicher Richtung OX mit glei- 
cher Geschwindigheit, bei einem anfänglichen Abstände = a 
von einander, so bleibt dieser Abstand während der Bewegung 
der Massen unverändert, und die Hasse m bleibt gegen M in 
Ruhe, oder die relative Geschwindigkeit von m gegen M ist 
9=0. Bewegt sich dagegen die vordere m mit der Geschwin- 
digkeit c, die hintere M mit der Geschwindigkeit (7, so kann 
man c als aus den beiden Theilen C und c — C zusammenge- 
setzt ansehen. Hätte m nur die Geschwindigkeit C der Ver- 
gleichungsmasse If, so würde m gegen M in Ruhe sein, dem- 
nach ist die relative Geschwindigkeit der Masse m gegen die 
Masse M = c — C, und der Abstand der beiden Massen von 
einander nach der Zeit t ist = a -{- [c — C) i, wenn a den 
anfänglichen relativen Abstand bezeichnet Man kann also in 
diesem Fall die relative Bewegung von m gegen M als eine 
absolute betrachten, wenn man der Geschwindigkeit von m die 
Geschwindigkeit des Yergleichungskörpers M nach entgegenge- 
setzter Richung hinzufügt. 

Haben die Massen M und tn Geschwindigkeiten nach ver- 
schiedenen Richtungen, z. B. M nach der Richtung AB (Fig. 35), 
m nach OD, so kann man die Geschwindigkeit e in zwei Ge- 



schwindigkeitep: ' C nilc^ der mit AB parallelen Richtung 0£, 
und Cr nach der Richtan^ OF (S 45) zerlegen. Offenbar würde 
flh, von IT aus betrachtet, in Ruhe erscheinen, wenn in in der 
Richtung OE mit der Geschwindigkeit C begabt wäre. Dem- 
nach ist Cr nach der Richtung OF die relative Gei^hwindigkeit 
von in gegen If. Da diese Geschwindigkeit der Grösse und 
Richtung nach gefunden wird, wenn man c mit — Cd. h. mit 
C in entgegengesetzter Richtung OE' genommen nach dem Pa- 
rallelogramm der Geschwindigkeiten zusammensetzt, so lässt 
sieh auch hier die relative Bewegung von m gegen M eben so 
wie eine absolute behandeln, wenn man der Geschwindigkeit 
c der Masse m noch die Geschwindigkeit der Ver^eichungs- 
masse Jf nach entgegengesetzter Richtung beilegt. 

$. 66. 
Besitzen die Massen HL und m nach derselben Richtung 
die Anfangsgeschwindigkeiten C und c,.und wirken auf sie in 
gleicher Richtiing die Kräfte K und A, so zerlegls man c in C 
und c — C\ es bezeichnet ikua c — C die relative Anfangsge- 
schwindigkeit von m gegen If. Die £raft K ertheilt der Masse 

^ K 

M in jeder Secunde die Geschwindigkeitsänderung —, und die 

*' Ä 

Kraft ft der Masse m in derselben Zeit die Gosehwindigkeite- 

k K k K 

änderung— : diese lässt sich zerlegen in — und —.Hätte 

die Masse m in jeder Secunde dieselbe Geschwindigkeitsände- 
rung 2* erlitten, wie die Masse M, so würde die anfängliche 

relative Geschwindigkeit von m gegen M unverändert geblie^ 

k K 

ben sein: es ist also tt die relative Geschwindigkeits- 

in If 

änderung von m gegen M. Bezeichnet man demnach * die re- 
lative Geschwindigkeit von m gegen M nach der Zeit t durch 
Cr, so ergiebt sich 

und der Abstand der beiden Massen von einander nach der 
Zeit t ist, wenn man ihn durch «r, den anfänglichen Abstand 
derselben aber durch s bezeichnet 

7# 



1 
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Man ium ako <die relalive Beweguttg eben .m> l^eheBdelii 
wie eine absolote, tvemn man der auf «t wirkenden Kraft ^ 4ie 

Kraft — , d. h. die im Verhältniss der Masse des 

•Ja 

bewegten Körpers zu der Masse des Vergleichungs- 
körpers veränderte Kraft des VergleichungskörperS; 
nach entgegengesetzter Riobtung hinzufügt. 

Fallen z. B. zwei Wassertropfen aus derselben Röhre mit 
gleicher Anfangsgeschwindigkeit o, nur d^ eine um % Secun- 
den früher als der andere: ao ist die Anfangsgeschwindigkeit 
des unteren Tropfens <? »» a -{-gt, des oberen C=s=«, ferner 
ist ihre anfängliche Entfernung von einander 

«' = öT + ifl'«*, 
und idie Kraft k ^^ mg sowie K =^ M.g\ das Gesetz der re- 
lativen Bewegung 4e8. unteren Tropifens g^gen den oberen ist 
also duvch die Gleichungen 

A«:o — C=j^ und 

9t s*tt # ^- gt .t 
gegeben. . Man sieht also, dass die Tropfen^ wie nahe sie auch 
anftingHch einander gewesen sein mochten, in immer grössere 
Entfernung von «einaiffder geruthen müssen ; und <bher ein ber-^ 
abfallender Wasserstrahl im weiteren Verlauf seiner Bewegung 
immer dünner werten und sich in einzelne Tropfen auflösen 
mmuk 

Haben die Massen M und m verschiedene Richtungen 
der Bewegung (Fig. 35), die erste durch AB^ die. andere durch 
OD vorgestellt, wirken ausserdem die constanten Kräfte K und 
k auf M und m, und sind C und c die anfanglichen Geschwin- 
digkeiten: so eriiält man zunächst die anfängliche relative Ge- 
schwindigkeit Ct von m gegen M^ wenn die Geschwindigkeit Cy 
nach entgegengesetzter Richtung genommen, mit der Geschwin- 
digkeit c nach der Regel des Parallelogramms zusammengesetzt 

k 
wird. Eben so setze man die Beschleunigung mit der Be- 
im 

schleunigung , oder die Kraft * mit der Kraft -— -, die in 

M M 
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entgegengesetzter Richtung der Kraft K su nehmen ist, nach 
dem Parallelogramm der Krfifte zu einer einzigen Kraft ft zu- 
sammen, und berechne die relative Bewegung der Masse m 
gegen M eben so wie eine absolute, indem man als anAngliche 
Geschwindigkeit die Cr und auf die Masse m die Kraft Jfr als 
thfttig annimmt. Denn hätte die Masse m nach der mit AB 
paFftUelen Richtung OE die an&iglidie Geschwiftdig^eil C ge- 

mir 

habt und hätte die Kraft — nach derselben Richtung OE auf 

die Masse m gewirkt, so wttrde sich die Masse m gegen did 
Masse M fortwährend in relativer Rohe befunden habein Da- 
durch also, dass man aus der wirklichen Bewegung von m die 
anfilngliche Geschwindigkeit^ so wie die Gesehwindigkeitsittde- 
rung des Vergleichungskörpers ausscheidet, erhäh man dieje- 
nige Anfangsgeschwindigkeit und Kraft, welche der relativen 
Bewegung der Masse m gegen die Masse M zugeschrieben 
werden rouss. ^ Es ist hieraus ersiohtMch, dass iKe relative 
Bewegung von m gegen M mter diesen Umständen in Ai^e-^ 
meinen eine paraboUscfae sein wird (§ 47]. 

$. 6T. 
Will man allgemein Untersuchungen über relative Bewe^ 
giingen filhren, so beziehe mm den K6rper von der Masse m 
desseo Bewegung ib Betracht kezmit, auf zwei Systeme ven 
Coordinatenaxen. ' Das eine dieser Systeme Xi Yi Zi werde 
als unverrttddlar angenommen, das andere System X ¥ Z im^ 
gegen werde als beweglich gedacht. Fasst man die Bewegung 
der Masse m gegen das erste Coordinatensystem auf, so hat 
man die absolute Bewegung der Masse m; fasst man hingegen 
die Bewegung der Masse m gegen das bewegliche Coordina- 
tensystem X Y Z auf, mit dessen Anfangspunitte ein sweiter 
Körper If, oder ein Beobachter des Körpers ai fest verbunden 
gedacht werden mag, so hat man die relative Bewegung des 
Körpers m. Diese relative Bewegung ergiebt sich demnach aus 
der absoluten Bewegung, indem man aus der letzteren alle die 
Geschwindigkeiten, RichtungsäBiAeruAgea und Kräfte ausschei- 
det, wekhe zur Bewegung der Masse m mit dem beweglichen 
CoordinateBsystem gegen das feste System in Anspruch genom^ 
men werden müssen ; oder welche der Masse m ia den eiaaal- 
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nen Augenblicken zukommen würden, falls sie in unveränder*- 
Uche Verbindung mit dem beweglichen System gesetzt würe. 

§. 68. 
Das bewegliche Yergleichungssystem habe eine progres- 
sive Bewegung mit der Geschwindigkeit Co, die auf dasselbe 
thätige Kraft sei Koy welche fähig ist, der Yergleichungsmasse 
M die Beschleunigung ß zu ertheilen, und deshalb auch durch 
M,ß vorgestellt werden kann. In demselben Augenblick habe 
die Masse m des Kölners, dessen Bewegung in Frage gestellt 
wird, die Geschwindigkeit, c, und es wirke auf ihn die Kraft K. 
Alle diese Geschwindigkeiten und Kräfte haben gegebene Rieh** 
tuttgen. — Man zerlege die Geschwindigkeit c in zwei Com- 
ponenten, von denen die eine, der Richtung und Grösse nach, 
mit der Geschwindigkeit c« des Yergleichungssystems tiberein*- 
stimmt, die and^e sei s= c^ Eben so zerlege man die auf m 
wirkende Kraft K in zwei Componenten, deren eine der Masse 
m dieselbe Beschleunigung ß naeh derselben Richtung ertheilt, 
welche die Kraft üTo dem Yergleichungskörper mittheilt Diese 

m/r 
erste Componente ist demnach = — ^, die andere Componente 

sei sss Kr. 

Aus der Zerlegung der Geschwindigkeiten und Kräfte er- 
giebt sich, dass die Richtungen vdn e, und K, vollständig be- 
stimmt sind. Während des Zeitelements % wird hiernach die 
Masse m in Folge der Geschwindigkeiten Co und Ct die Wege 

CoT und CrT, und in Folge der Kräfte — ^ und Ä, die Wege 

K K 

^ ~ . T^ und i — . T^ zurücklegen. Der Yergleichungskörper 
M in 

hingegen beschreibt in derselben Zeit in Folge seiner Geschwin- 
digkeit Co und der auf ihn wirkenden Kraft die Wege Co% und 

K 

^ — . T*. Da sich aber die relative Bewegung der Masse m 
M 

gegen If, aus der absoluten Bewegung der Masse m dadurch 

ergiebt, dass man aus der letzteren die Bewegung des Yer- 

gleichungskörpers ausscheidet, so folgt, dass sich die relative 

Bewegung von m gegen Jf wie eine absolute behandeln lässt, 

wenn man auf die Hasse m nur die Kraft JSTr, die als resulti- 
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rende von Äo und -~? hervortritt, als wirkend ansieht und 

ihr dabei die anfängliche Geschwindigkeit Cr beilegt, die aus 
c und — Co resultirt. 



Es lässt sich diese Bestimmung leicht durch eine Zeich- 
nung veranschaulichen. Sind nämlich OÄ und OB (Fig. 36) 
die Richtungen der Componenten Co und Cr der anfänglichen 
Geschwindigkeit c des Körpers m, von denen Co in der Rich- 
tung der Bewegung des Vergleichungskörpers M anzunehmen 

ist; und OD, OE die Richtungen der Componenten —^ und 

Kr der auf m wirkenden Kraft K, die erste Componente in der 
Richtung von Ko genommen, während Co die anfängliche Ge- 
schwindigkeit des Vergleichungskörpers JU, und IT« die auf ihn 
wirkende Kraft vorstellen; und nimmt man OP = Co?, P0 = 

J^-^ %^ parallel mit OD, QR = c,% parallel mit OB^mARS 
M 

= J ~ T* parallel mit 0E\ so wird der Körper m in Folge 

191 

dieser Geschwindigkeiten und Kräfte, in seiner absoluten Be- 
wegung während der Zeit t offenbar von dem Puncto nach 
dem Functe S gelangen. Hätte er dagegen die anfängliche 

Geschwindigkeit c« gehabt, und hätte eine Kraft -^, die ihm 

dieselbe Beschleunigung, nach dmiselben Richtung, wie die Kraft 
Ko dem Vergleichungskörper if , ertheilt haben würde , auf ihn 
gewirkt: so würde sich der Körper m nach der. Zeit % im 
Puncto Q befunden haben. Diesue Bewegung von nach Q 
hat der Körper m mit dem Körper M gemein; d. h. m wäre 
gegen M in Ruhe geblieben , wenn er in der Zeit % nur diese 
Bewegung gehabt hätte. Die relative Bewegung von m ge«*- 
gen M ist also durch QR und AS vorgestellt; oder in Folge 
der relativen Bewegung hat sich der Körper von Q nach 8 
bewegt. In ihr ist nur die Kraft JiT, mit der anfänglichen Ge- 
schwindigkeit Cr thätig. 

Haben demnach die beiden Körper m und M progres- 
sive Bewegungen, so kann man die relative Bewegung von 
m gegen M eben so wie eine absolute Bewegung in Rechnung 
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ziehen, wofern man als thätige Kraft <Ke resultirende aus der 

fnJT 

auf m wirkenden Kraft K und aus der Kraft -j^i diese in ent- 

M 

gegengesetzter Richtung von Kq genommen, dabei zu Grunde 
legt, und zugleich als Anfangsgeschwindigkeit die relative An- 
fangsgeschwindigkeit IV annimmt 

Ist die Bewegung des Vergleichungskörpers geradlinig und 
gleichförmig, so hat man Ko « 0^ und Kt »= K. Die relative 
Bewegung kann sieb m diesem Fall vcm der a))S0luten nur 
durch eine andere imd anders gerichtete Anfangsgeschwindig- 
keit unterscheiden. 

Ist der' Kötper ^ in Ruhe oder bi geradliniger gleichför- 
miger Bewegung, so hat man £*»=: 0; ist dabei die Bewegung 
des Vergleickungskörpers U veränderlich, so zeigt sich Kr =» 

— -— ^. Die rölative Bewegung* bietet jetzt dieselben Erschei- 

nungen dar, wie die absolute Bewegung des Körpers m, auf 
welcheti die Besdblerunfgfung^en des Vergleichungskörpers nach 
entgegengesetzter Richtung übertragen sind. 

$. 69. 
Wir nehmeA zweitens li»| der Yergleichungskörper, oder 
das mit ihm fest verbundene Coondinatensystem befinde sich in 
gleichförmiger drehender Bewegung um eine Axe. Jeder 
Funcf des Systems beschreibt nuü eiiieti Kreis, dessen Ebene 
recktwiAklig gegen di^ I^haxe liegt, .und dessen Radius dem 
v0n ihm aus auf die Axe hei^bgefäUten Perpendikel gleich 
kommt. Bei tdieier drehenden Bewegiug ist es wichtig ^ die 
Länge d(%i Weges zu kennep, welchen äin Punot des Systemil, 
dessen Abstand von der Drehagce gleich der Längeneinhdit ist, 
in der Zeiteinheit beschreibt. Man nennt diese Wegeslänge w 
die Winkelgeschwindigkeit des Systems. Aus ihr findet 
sieh die Geschwilidigkeit jedes (mder^n Puncts, der an dersel- 
ben Drehbewegung Theil nimmt, wenn man den Abstand des- 
selben von der Drehaxe kennt. Ist dieser s=:r^ so ist der van 
diesem Puncto in der Zeiteinheit durchlaufene Bogen r Mal so 
gross, als der Bogen, welchen ein Punct im Abstände tst 1 von 
der Axe gleichzeitig beschreibt; mithin ist r.10 die Geschvrin- 
digkeit jenes Puncts. 
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Soll ein Körper von der Masse m in relativer Ruhe ge- 
gen das in Drehung befindliche Vergleichungssystem sein; ist 
femer der Abstand des" Mörpers m von der Drehaxe s= r und 
die Winkelgeschwindigkeit des Yergleiehvngssystems s= «i : so 
muss der Körper m eine absolute Bewegung haben, die nnt 
der eines Puncts des Vergleichungssystems im Abstände r toh 
der Drehaxe, völlig ttbereinstimmt, d. h. die anfängliche Ge- 
schwindigkeit des Körpers m muss nach der Tangentenrichtung 
:ss r.^y tind die Bewegung muss eine dem Radius r zugehö- 
rige Kreisbewegung sein. Bie Bewegung einer Masse m im 
Kreise Tom Radius r ist aber rnnr unter Knwirkung einer nach 

dem Centro gerichteten (Centripetal-) Kraft = = mrtxfl 

r 

möglich. Damit also der Körper m im Abstände r von der 
Drehaxe in relativer Ruhe gegen das drehende Vergleichungs- 
system bleibe, muss er in seiner absoluten Bewegung 1) die 
Anfangsgeschwindigkeit 2=r.« nach der Richtung der Berüh- 
rungslinie haben und 2) muss auf ihn eine Centripetalkraft ss 
mrufl wirken. — Diese Anfangsgeschwindigkeit und diese Kraft 
müssen aus der absoluten Bewegung der Masse m ausgeschie- 
den werden, wenn man zur relativen Bewegung übergehen 
will, d. h. man muss, um die relative Bewegung wie eine ab- 
solute berechnen zu dtkrfen^ der Anfangsgeschwindigkeit und 
Kraft der wiiidich bestehenden absoluten Bewegung des Kör- 
pers m 1) die Anfangsgeschwindigkeit ss *— r.« hinzusetzen, 
wodurch die relative Anfangsgeschwindigkeit ==: wird, 2] die 
Kraft «s mriu^ vom Centro abwärts gmchtet (wie die Centri- 
fugalkraft) hinzufügen, wodurch die vnrklich bestehende Cen-^ 
iripetalkraft ^=z mtifj^ aufgehoben und die ganze thätige Kraft 
auf iNuU zurückgeführt wird ^ wie dieses für einen gegen das 
Vergleichungssystem ruhenden Körper verlangt wird. 

Bleibt der Körper m nicht in relativer Ruhe gegen das 
Vergleichungssystem, so muss, um die relative Bewegung von 
m wie eine absolute berechnen zu können, noch eine neue 
Kraft als thätig angenommen werden, welcher die ununterbro- 
chen Statt findenden Richtungslinderungen der relativen Ge- 
schwindigkeit beigemessen werden können. Dieses wird sich 
aus nachfolgender Darstellung sogleich näher ergeben. 
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§. 70. 

Das Vergleichungssystem oder der Körper, mit welchem 
die Bewegung der Masse m verglichen wird, habe eine gleich«- 
förmige Rotationsbewegung um eine Axe, welche rechtwinklig 
auf der Ebene der Figur (Fig. 37) steht, und diese im Puncte 
trifit. Die Winkelgeschwindigkeit dieser Bewegung sei =; Wy 
so dass sich das ganze Yergleichungssystem in der Zeit t, die 
sehr klein gedacht werden soll, um den in Bogenmaass ausge-* 
drückten Winkel AOAi z=: w.v dreht. Die Hasse m befinde 
sich in einem gegebenen Augenblick am Puncte Ä, und habe 
eine gleichförmige absolute Bewegung nach der Richtung AM 
mit der Geschwindigkeit =: c. In der absoluten Bewegung der 
Hasse m wird also keine Kraft als thätig angesehen. Es han- 
delt sich nun darum, die relative Bewegung der Hasse m ge- 
gen jenes sich drehende Vergleichungssystem und die Kräfte 
nachzuweisen, die in dieser relativen Bewegung als thätig an- 
zunehmen sind, damit die relative Bewegung wie eine abso* 
lute behandelt werden könne. Zu diesem Behuf wird es nö- 
thig sein, aus der absoluten Bewegung der Hasse m während 
der Zeit % die Bewegung auszuscheiden, welche m in dersel- 
ben Zeit T ausgeführt haben würde, wenn m mit dem Verglei- 
chungssystem fortbewegt wäre. 

Die Bewegung mit dem Vergleichungssystem führt ia der 
Zeit T von A durch den Bogen AAi nach Ai\ da aber der 
Körper m ih derselben Zeit von A nach M gelangt ist, so muss 
die relative Bewegung in der Zeit t von Ai nach M führen. 
Die Thätigkeiten also, welche m> von Ai nach M bringen, ge-* 
hören zur relativen Bewegung. 

Zunächst ist die relative Anfangsgeschwindigkeit Cr von m 
am Puncte A zu bestimmen. Diese wird der Grösse und Rieh-- 
tung nach durch die Seite AD des Parallelogramms ABDM vor- 
gestellt, dessen Diagonale AM der absoluten Geschwindigkeit 
c, und dessen Seite AB, in der Tangente des Puncts A, der 
Geschwindigkeit r.co des Systems an eben diesem Puncte A 
proportional ist. — Diese Linie AD erleidet aber durch die 
Drehung des Systems fortwährende Richtungsänderungen, und 
gelangt nach der Zeit t in die Lage AiDi, nachdem sie sich 
um den gleichen Winkel AOAi = o . r mit dem System ge- 
dreht hat. 
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Durch die relative Anfangsgeschwindigkeit, verbunden mit 
der Drehung um 0, wird also der Körper m von A nach Di 
geführt. Um daher m in der Zeit % von Di nach M gelangen 
zu lassen, muss in der relativen Bewegung noch eine Kraft als 
thfttig angenommen werden« — Diese Kraft hat zwei Compo-- 
nenten. Ifan verlängere den Radius OAi bis an die Tangente 
ABy welche in B getroffen wird, nehme DE parallel und gleich 
mit AiDi, und beschreibe um B mit dem Radius BE = AiDi 
z=z AD =: BM den Bogen EU, welche als gerade Linie ange- 
sehen werden kann, da 7 sehr klein sein soll. In dieser Con- 
struction ist AAi zas AB z=: r.mt, und AiDi =: AD sss BE 
z:z cr.t. — Die eine Componente führt m von Di nach £, die 
andere von E nach M. Hiemach wird die relative Bewegung 
von Ai nach M 1) durch die relative Anfangsgeschwindigkeit 
und 2) durch die beiden Kräfte, welche während t die Masse 
m durch DjE und EM bringen, vollständig erklärt; oder die 
relative Bewegung kann als eine absolute in Rechnung ge- 
bracht werden, wenn man die Anfangsgeschwindigkeit c, und 
diese beiden Gomponenten, oder die aus ihnen zusammenge- 
setzte Kraft als thätig annimmt. 

Die erste Componente, die durch DiE führt, ist 
2Di£.0i 2AiB.m 

Äj 

BA^ f^wH^ 

Da aber iljB = -— - = -- — ist, so hat man 

»r Tot* 

Kl = m.r.w^. (1) 

Ihr Werth stimmt mit der Centrifugalkraft überein, die der 
Masse m zugeschrieben werden müsste, wenn sie mit dem dre- 
henden System fest verbunden wäre; mit anderen Worten: 
diese erste Componente ist gleich und entgegengesetzt der 
Kraft, in deren Folge sich der Körper bewegen würde als wäre 
er mit dem beweglichen System in fester Verbindung — oder 
als hätte er gar keine relative Bewegung. Diese Kraft haben 
wir bereits ($ 69) nachgewiesen. * 

Die zweite Componente, die durch EM führt, ist 

^ 2.f;jf 

Nun zeigt sich, wegen Wink. EBM = Wink. AOAi = w.t, 
EM = BM.w.%^ und BM zu et 
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also EM = fr.m.i'; 
folglich wird K^ = 2mer.w. (2) 

Diese zweite Componente, welche in jedem einzelnen Au- 
genblick die Wirkung der Richtungsänderung der relativen Ge- 
schwindigkeit hervorbringt/ ist das doppelte Prodnct der 
Masse m in die relative Anfangsgeschwindigkeit und 
in die Winkelgeschwindigkeit des Systems; ihre 
Richtung steht rechtwinklig auf der der relativen Geschwindig- 
keit und der Drehaxe ; sie wirkt nach entgegengesetztem Sinn 
der Drehung des Vergleichungssystems. 

Hiemach lädst sich die relative Bewegung eines Körpers 
m, auf welchen keine Kraft wirkt, gegen ein in gleichförmiger 
drehender Bewegung b^ndHches System wie eine absolute 
Bewegung behandeln^ wenn man ihm die relative Anfangsge- 
schwindigkeit Cr beilegt, und die aus den beiden Componenten 
Kl und Kii resultirende Kraft auf ihn als thfltig ansieht. 

§. Tl. 

Will man die Bahn zeichnen, die m in der relativen Be- 
wegung beschreibt, so ergeben sich die einzelnen Puricte der- 
i^elben, z. B. der Pünct M' welcher dem Punde M entspricht 
(Fig. 37), indem man die Linie pAiBM um so viel zurück- 
dreht, dass der Punct Ai mit Ä zusammenfallt; der Punct M 
kommt dadurch in den gesuchten Punct M' zu liegen. — Auf 
diese Weise ergiebt sich die Curve Alf desto genauer, für 
je mehr Puncto die vorstehende Construetioo ausgeführt ist. 
In dieser Bahn würde der Körper m sieh zu bewegen schei- 
nen^ weim der Beobachter, anfänglich mit m zugleidi in A be- 
findlieh,, skk aul dem Kreisbog^ AAj gleicharmig fortbewegte, 
während m die ger^ide Linie AM gleichförmig beschreibt) vor- 
ausgesetzt dass der Be^obachter seine eigene Bewegung mcht 
wahrnehme, also glaube, dass er fortwfthrend an demselben 

Puncto A bleibe. 

• 

§. 72. 
Wird vorausgesetzt, auf die absolute Bewegung des Kör- 
pers m sei eine Kraft K thätig, so wird durch diese in jedem 
Zeitelement i der Körper genöthigt, ausser dem Wege, den er 
in Folge seiner erlangten Geschwindigkeit beschreibt, nach der 
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K 

Richtung der Kraft K auch den Weg \ — .%^ zurückzulegen« 

tu 

Die gerade Linie ^ auf welcher dieser letztere Weg zufäckge«*- 

legt mrd, beschreibt nun freilich, wegen der drehenden Be^ 

wegung des Axen-Systems, den Bogen a = A — . i^^ . wt, und 

ifi 

man würde deshalb , wenn die relative Bewegung des Körpers 

wie eine absolute behandelt werden soll, noch eine neue fin- 

m . 2(7 
girte Kraft Km = — -^ = K.a)»% auf den Körper wirkend 

anzunehmen haben. Da indessen diese Kraft wegen des Factors 
T unendlich klein ist, so kommt sie nicht weiter in Betracht; 
man hat daher, im Fall auf den bewegten Körper m eine Kraft 
K als thätig vorausgesetzt wird, ausser den beiden oben nach- 
gewiesenen fingirten Kräften ifi und Ku keine andere Kraft 
hinzuzufügen, wenn man die relative Bewegung des Körpers m 
gegen das bewegliche Axensystem eben so behandeln vrill, wie 
eine absolute Bewegung. 

S- 73. 
Ist die Richtung der absoluten Geschwindigkeit c des Kör- 
pers m nickt rechtwteblig, sondern geneigt geg^ «Ue Drehaxe, 
so zerlage man c in drei. Componenteft: die iarJto liabe die 
Hichtiing der Tangente JS (Fig. 37) und sei der Grösse naoh 
:^ fo.r 4- h. gleioh der Geschwindigkeit dies Puncto il in dem 
beweglichen System, auf welches die Bewegung 4es Körpers 
m bezogen wird; die «weile. Componente ;:=« habe die^Rich^- 
tung der Drehaxe, «nd .die dritte ss h liege in der Ebene, die 
rechtwinklig auf der Drehaxe steht. Die relative Geschwindig- 
keit Cr von m ist die aus n und t? resultirende G^sohwindig-» 
keit). — Niftylit man nun an, die Richtung der Geschwindig- 
keits-Gomponente u SQi AD (Fig. 37), und es sei ilD = «.t, 
so unterscheidet sich die jetzige Bewegung des Körpers m von 
der im $. 70 betrachteten nur dadurch, dass der Punct M die 
Projection des Körpers m auf die Ebene ilfZ^ilO ist; der Kör- 
per m selbst aber sidi von dieser Ebene, ia Folge der Ge- 
schwindigkeit 9, um die Grösse e.x entfernt hat. Eine neue 
Kraft ist also zur Erklärung dieser Bewegung nicht anzuneh- 
men. Daher sind die beiden Kräfte, welche man bei Berech- 
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nung dieser relativen Bewegung ^ als sei sie eine absolute, in 
der Ebene OÄM als thätig zu betrachten hat: JSTi = m. to^.r 
und iSfii rz Zmoi.tL Aus ihnen , yerbunden mit der anfäng- 
lichen Geschwindigkeit e, ist die relative Bewegung vollstän- 
dig bestimmt. 

§. 74, 
Zur Erläuterung der vorstehenden Theorie , welche von 
Coriolis*) herrührt, diene zunächst das Beispiel eines Körpers 
m, der gegen ein sich drehendes System in relativer Ruhe ist. 
Die Winkelgeschwindigkeit des Systems sei s= a>, und der Ab- 
stand des Körpers m von der Drehaxe c= r. Dem Körper 
muss also, damit er die Bewegung des Systems annehme, die 
absolute tangentiale Geschwindigkeit cz=: r.m und die Centri- 
petalkraft K = mrt»^ zugeschrieben werden, während die re- 
lative Geschwindigkeit desselben c,z=0 ist. Die beiden Kräfte 
üfi und Kii der relativen Bewegung sind demnach: Kizzimrut^, 
von der Drehaxe abgewandt, und Ku = 0. Die resultirende 
Kraft aus K und Ki ist = 0, wie für die relative Ruhe des 
Körpers m gegen das bewegliche System gefordert wird. 

Befindet sich der Körper m in absohiter Ruhe, so ist K 
ssO, die relative Geschwindigkeit ist er = f.o) der Drehungs- 
richtung des beweglichen Systems entgegengesetzt; die beiden 
Kräfte Ki K^ fär die relative Bewegung sind Ki = mrofl^ von 
der Drehaxe abwärts gerichtet, und JiTn = immOr r= 2fitnu^ 
nach der Drehaxe hingerichtet, nämMch rechtwinklig gegen c, 
oder gegen die Tangentenrichtung. Die resultirende Kraft für 
die relative Bewegung ist also = ÜTn — Ki = iura»* nach 
der Drehaxe hingerichtet. Da sich der Körper m unter dieser 
Voraussetzung gegen das System zu drehen seheint, so muss 
ihm, wie sich auch gezeigt hat, in relativer Bewegung die 
Centripetalkraft mrofi zugeschrieben werden. 

Die Kölner an der Erdoberfläche nehmen Theil an der 
Axendrehung der Erde, deren Umdrehung in einem Stemtage 



*) Traitö de la möcanique des corps solides et du oalcul de reffet 
des machines. Paris 1844. p. 47. 
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:::= 86164 Secmndeo vollendet wird. Die. Winkelgeschwindig- 
keit der Erde ist demnaöh w = ^^ = ' =0,000073. 

Daraus folgt, dass einem Körper, der an der Erdoberfläche die 
relative Geschwindigkeit c, besitzt^ die Kraft Kiiz=z2mwCty de- 
ren Richtung rechtwinklig auf Ct steht, zukommt. Diese Kraft 
ist wegen der Kleinheit des o» für die gewöhnlichen Geschwin- 
digkeiten, die bei Körpern auf der Erde vorkommen, so gering, 
dass sie vernachlässigt werden darf. Es zeigt sich indesseh 
der Einfluss derselben bei Körpern die aus beträchtlichen Hö- 
hen vertical herabfallen, durch die Stelle ihres AuiTallens, wel- 
che etwas östlich vom Fusse der Yerticalen ihres Ausgangs- 
puncts liegt. — Ausserdem ist die Kraft Äi == mrw^ als Cen- 
trifugalkraft für diese Körper anzunehmen, welche die zur Dre- 
hung derselben mit der Erde vorauszusetzende Centripetalkraft 
mrm^ aufhebt. Da die letztere aber von der Anziehung der 
Erde geliefert werden muss, so verbleibt dem Körper nur die 
Anziehung, welche ans Ä und mrm^ resultirt, unter Ä die ganze 
Anziehung der Erde auf die Masse «i verstanden. Diese re- 
sultirende Kraft bezeichnen wir mit dem Namen Schwerkraft*]. 
Am Äquator sind Ä und mro)^ einander direct entgegenge- 
setzt, daselbst ist die Schwerkraft = Ä — mno^. Stellt p das 

Gewicht der Masse m vor, so hat man p := A — — rw*. Für 

den Äquator ist aber g = 9",78, r = 6377400«. Demnach 

wird — = — , mithm ist p = Ä — — p, woraus p = A 

(1 — r-jr) folgt. Durch die Centrifugalkraft wird also unter 

dem Äquator die Schwere um ^rr^ des Werthes vermindert, 

den sie ohne die Axendrehung der Erde haben würde. Da 
289 =1 17« ist, so würde die Schwere unter dem Äquator 
gleich Null werden, wenn sich die Erde 17 Mal so schnell um 
ihre Axe drehte. 



•) Vgl. S. 18. 
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Lebendige Potenz eines Körpers in reldtfver Bewegung ge- 
gen ein System, welches um eine Axe gielcbförmig gedreht 

wird. 

$. 75. 
Nach den vorstehenden Darstellungen kann eine relative 
Bewegung in Beziehung auf ein um eine Axe drehbares Coor- 
dinatensystem wie eine absolute behandelt werden, wofern man 
den Kräften, welche auf die Bewegung einwirken, noch die 
beiden Kräfte Ki und f^ hinzufügt. Will man also die Ar- 
beit in der relativen Bewegung bestimmen, so muss man aus- 
ser den gegebenen Kräften, die in der absoluten Bewegung 
auf den Körper m wirken, noch die Arbeit der beiden fingir- 
ten Kräfte Ki und Ku in Rechnung bringen. Die Summe der 
Arbeiten aller dieser Kräfte ist dann dem Gewinn an lebendi- 
ger Potenz in der relativen Bewegung gleich zu setzen, wel- 
cher dttvch -~ ^ ausgedräMdU wird, wenn Cr imd iCr die 

relativen Geschwindigkeiten bezeichnen, welche der Körper m 
an den Endpuncten der Zeit t besitzt, während welcher die 
Kräfte thätig waren. 

Nun ist die Arbelt der Kraft JTn gleich Null, weil die 
Richtung dieser Kraft immer rechtwinklig gegea die Bichtunf 
der relativen Geschwindigkeit liegt, mithin die Projection eines 
in relativer Bewegung durchlaufenen Etementarweges auf die 
Richtung dieser Kraft = wird. Man hat also nur die Arbeit 
der Kraft Ki zu berücksichtigen. Diese Kraft wirkt in der 
Richtung des Radius r; nach eben dieser Richtung beschreibe 
die Masse m während des Zeitelements % den Weg dt, so ist 
die Elementararbeit von JSTi = Ä^dr = mw*. r . dr. Die Summe 
dieser Elementararbeiten, während die Masse m aus der Ent- 
fernung fo in den Abstand ri von der Drehaxe gelangt, ist 

^1 . W.W«, 



7? 
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Wirken also auf m in der absoluten Bewegung keine Kräfte, 

so hat man die Gleichung 

mcr^ wft2 f,^^2 
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Sind aber auf m in der absöhiten Bewegung Kräfte thätig, de- 
ren Aii>eit durch 9 vorgestellt werden mag, so entstebt die 
Gleidiung 

«ft» mft« mm*. . ^ , ^ 

"2 2" = y (»•»"— -0«) + «• 

Diese Gleichung ergiebt sicll auch ohne Integration fol- 
gendermaassen. — Es wirke keine Kraft auf m in absoluter Be- 
wegung, so dass 9 = ist. Die absolute Geschwindigkeit 
von m sei = c, ihre Projection auf die gegen die Drehaxe 
rechtwinklige Ebene sei AM (Fig. 38). Man zerlege e nach 
der Richtung AM und parallel mit der Drehaxe; die erste Com- 
ponente sei = Uy die andere = F. Die relative Geschwin- 
digkeit Cr der Masse m ist die resultirende aus c und — w.r. 
Demnach ist c, auch die resultirende Geschwindigkeit aus U^ 
V und — ior. Die letztere hat die entgegengesetzte Richtung 
der Bewegung des Yergleichungssystems, also die entgegenge^ 
setzte Richtung der Tangente AB. Ist nun der Winkel MAB 
= o, so zeigt sich das Quadrat der aus Ü und — ar resulti- 
renden Geschwindigkeit 

ü^ + toV« — 2ü.ur cos a. 
Da diese rechtwinklig gegen V liegt, so hat man 

c« = r* + fAr^ — 2 üi^r cos a + F» 
oder, wegen U^ -^^ V^ z=: c'^^ 

<?,• = c* + «V — 2Uwr cos«. 
Fällt man von das Perpendikel p auf die Richtung von AM, 
80 ist r cos a = p, mithin wird 

Cr» = c« + ««r« — 2ü.w.p. 
Diese Gleichung gilt für einen beliebigen Punct de^ Bahn von 
m. Bezeichnet man daher an zwei Puncten dißser Bahn, de- 
ren Abstände von der Drehaxe tq und r^ sind, die relativen 
Geschwindigkeiten von m durch Q und c,,'so ergeben sich die 
Gleichungen 

C» = c« +'iw«ro2 — 2üwp 

c,« = c« + «V — 2üi«p. 
Hieraus folgt 

e,» _ ß« as w* (ri* — fo^ oder 

md^ ma* mufl ^ ^ 

wie oben gefunden wurde. 

VIrieli. Lebrb. d. II«ch. 8 
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f. 76. 

Beiapi eL Es bewege sich eine Röhre AB (Flg. 30) um 
die verticale Axe CD mit der Winkelgeschwindigkeit «i; ihr 
Abstand von der Drehaxe am oberen Bade Ä sei az: tq; am 
unteren Ende B =r fj. In diese Röhre trete am oJ)eren Ende 
eine Masse m^ welche daselbst die mit Ä gleiohlaufeiide Rota- 
tionsgeschwindigkeit Too» besitzt j mit 4er relativen Geschwin- 
digkeit Cr ein, wd werde während ihrer Bewegung in der 
Röhre allein der Schwerkraft ausgesetzt: es ist die relative 
und die absolute Geschwindigkeit dieser Masse bei ihrem Aus- 
tritt aus dem unteren Endpuncte B der Röhre zu bestimmen. 

Bezeichnet man die relative Geschwindigkeit der Masse m 
am Endpuncte B durch c, so ist in der relativen Bewegung 

ffl c ^ 

die lebendige Potenz von m an = ' ' , am Anfangspuncte 

Ä dagegen =: — ^. Die Zunahme an lebendiger Potenz der 

Masse m, indem sie von Ä nach B gelangt, ist de^inach 

mcr* mOr* 

"1 2"" 

Diese ist der Arbeit der sämmtlichen Kräfte gleich zu $etzen, 
• welche in der relativen Bewegung, indem diese abf absolute 
behandelt wird, thätig sind. Ausser dem Gewicht mg der Masse 
m, dessen Arbeit = mgh ist, wenn h den verticalen Abstand 
CD der beiden Puncto Ä und B von einander bezeichnet, ist 
noch die Centrifugalkraft JSfi als Arbeit verrichtende Kraft zu 
berücksichtigen. Die Arbeit derselben, während die Masse m 
von Ä nach B gelangt, ist 

Daher entsteht die Gleichung 

o 

aus welcher . 

Cr = >ra« + igh + ««(ri« — ro«) 
folgt. Die Richtung dieser relativen Geschwindigkeit stimmt 
mit der Tangente der Röhre am Ausgangspuncte B aberein. 

Die absolute Geschwindigkeit der Masse m am Puncto B 
ist die resultirende aus Ct und der Geschwindigkeil tim^ welche 
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letztere die Tangeatenridiliiiig des Kreises hat, dmi der Punet 

B Hin die Drehnxe CD besehreibt 

# 

Will man den Druck bestimnien, den m an einem Puncte 
M (Flg. 39) gegen die krumme Bohre ausübt, so hat man, da 
die relative Bewegung wie eine absolute behandelt wird, in 
welcher noch düe KrSfte JTi und Kn als thfttig hinzugenommen 
werden,, in Bechnung zu ziehen: 1) die gegen die Curve nor- 
male Componente der Kraft Ki , welche wenn r den Absland 
des Puncts M von der Drehaxe C/>, und i den Winkel zwi- 
schen der Normale von M und r vorstellen =Ki cos i=^mwh* 
cosf ist. Diese wirkt in der Ebene CDH- 2) Die Kraft Kn 
= ZmwCy hier unter Cr die relative Geschwindigkeit an M 
verstanden. Diese Kraft steht zugleich rechtwinklig auf der 
Drehaxe CD und der relativen Geschwindigkeit Cr, sie wirkt im 
entgegengesetzten Sinn der Botationsbewegung. 3) Die Cen- 
trifugalkraft welche aus der relativen Bewegung in der Bohre 



an IT hervortritt; sie ist = wenn q den' Krümmungshalb- 
messer der B«hre MB an K bezeiehMt 4) Das Gewicht w^/ 
des Körpers. 

Ist die Bohre welche um die veiticale Axe gedreht wird, 
horizontal, so hat m keine verticale Bewegung, die Arbeit der 
Schwere ist Null, und es wird mit Beibehaltung der obigen 
Bezeichnung _^^ 

c = V^G« + ««(n« — ro«). 
Der von der Kraft Kn herrührende Druck hat jezt die- 
selbe Bichtung wie die Componente Ki cos t, beide wirken 
nach der Bichtung der Normale; der aus ihnen entspringende 
Druck ist also bei gerader Bohre 

D = mrw^ cos • -f- ^m» . c^ . 

Bei krummer Bohre ist noch die Centrifugalkraft hinzuzu- 
fügen. Dieser Druck verbindet sich mit dem Gewicht mg des 
Körpers m, um den ganzen Druck von m gegen die Bohre am 
Puncte M hervonsubringen. 

In dem besonderen Fall, wo sich die verticale Drehaxe 
und die Axe der horizontalen geraden Bohre schneiden, ist 

8* 
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der obigä Werth von D ss 2tmaer und dieser Druck ist hori- 
zontal, der Richtung der Rotationsbewegung entgegengesetzt. 
Die Geschwindigkeit ^r im Abstände r von der Drehaxe ergiebt 
sich aus der Formel Cr* — ß* = «•(r* — Tq*) wenn G die 
Geschwindigkeit des Körpers m im Abstände ro von der Dreh- 

dr 
axe bezeichnet Da c, = -p ist, wo t die Zeit der Bewegung 

di 

durch den Weg r — ro andeuten soll, so hat man 

dr dr 

also dl =: 






wo, um abzukürzen ^— ?r = A* gesetzt ist. Hieraus er- 

giebt sich 

I = - log{r4:Vr«+A«) + Const 

Zur Bestinmung der Coastante scli 4 =33 fitr r .= ro- Da- 
durch wird 

2,3026 /«r+V^^T^^^Vv 

Die Gleichung der Bahn, welche m in der absoluten Be^ 
wegung beschreibt, zu finden, setze man voraus, die Röhre 
habe von ihrer anfanglichen Lage an gerechnet, den Winkel 
a während der Zeit I beschrieben. Man hat demnach a = a>.l; 
wird hierin für / der vorstehende Werth substituirt, so erhält 
man die Polargleichung der absoluten Bahn des Körpers m. 



Zweiter Abselinlt«. 

Statik fester Körper. 



f. 77. 

Statik ist die Lehre vom Gleichgewicht der Kräfte ^ oder 
die Nachweismig der Bedingungen, unter welchen mehre Kräfte, 
die auf einen materiellen Punct, oder auf ein oder mehre Sy- 
steme von materiellen Punelen wirken, weder Bewegung her- 
vorbringen, noch eine einmal vorhandene Bewegung abändern. 

Unter Kraft versteht man in der Statik ebenso wie in der 
Bewegungslehre einen Druck (Product einer Masse in die Be- 
schleunigung wdehe die Kraft dieser Masse mitsutheilen ßlhig 
ist) oder alles, dessen Wirkung auf die eines Drucks zurück- 
gefiihrt werden kann. Man kann demnach die Kräfte immer 
durch Gewichte bezeichnen. 

Von den Kr&ften, welche anf einen materiellen Punct 
wirken y deren ^Richtungen in einer Ebene liegen, 

S. 78. 
Wirkt nur eine Kraft auf einen materiellen Punct, so kann 
kein Gleichgewicht eintreten. Sind aber zwei Kräfte an ihm 
ihätig, so entsteht Gleichgewicht wenn 

I] die beiden Kräfte entgegengesetzte Richtungen haben, und 

2] die eine Kraft der anderen gleich ist. 
Der Punct, auf welchen eine Kraft unmittelbar wirkt, heisst der 
Angriffspunct der Kraft. Haben zwei Kräfte verschieden^ 
Ang^ffspuncte, so besteht Gleichgewicht wenn ausser den vo- 
rigen Bedingungen. 
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3] eine feste Verbindung unter den beiden Angriffspuncten 
vorhanden ist, und 

4) die entgegengesetzten Richtungen *der beiden Kräfte in die 
gerade Linie zwischen den AngriiTspuncten fallen. 
Der Angriffspunct einer Kraft darf nach jedem Puncte ihrer 
Richtung versetzt werden. Es entsteht dadurch in der augen- 
blicklichen Wirkung derselben keine Änderung wofern der neue 
Angriffspunct mit dem alten Angriffspuncte durch eine starre 
Linie verbunden ist Auob bleibt die Wirkung einer oder meh- 
rer Kräfte durch Hinzufügung .oder Wegnahme eines Systems 
von Kräften, die' unter sich im Gleic&gewiclit sind, ungeändert. 
Man kann also, ohne das Gleichgewicht aufzuheben, sämmtliche 
Kräfte in gleichem Verhältniss vermehren oder vermindern. 

|. 79. 
Wenn zwei Kräfte, deren Richtungen dnen h^M^lgeik 
Winkel mit einander eüdsoliliessen, auf einen Pnnel wirken, so 
kann kein Gleichgewicht eintreten, weil die Wirkung jen^ 
Kräfte der einer einzigen Knit gleich kommt. Sind P und Q 
jene Kräfte, deren Richtung iai4 GrOonse durch di^ Linien AP 
und ÄQ (Fig. 40) vorgestellt werden, so fasTt die Dutgonale AR 
des über AP und AQ beschriebenen PahiUelogframms, der Kraft 
jB proportional, welche mit P und Q gleiebe Wirkung hat*] 
(S. 44). 

J. 80. 

Dem vorigen Satze gemäss müssen drei Kräfte P, Q und 

Sy welche an einem Puncte 4 unter einander Gleidhgewicht 

halten sollen, im Verhältniss dreier Linieif AP, AQ == Pß, AR 

stehen, die als Seiten eines Dreiecks APR erscheinen, deren 



*) £iseii von Bewegnag UDabfaSngigen Beweit diese» Satc^s hat 
Duchajla in GorrespondaDee swr T^eole polytechnique Tome I. p, 83 
gegeben. £ß wird dabei ala Grundsatz angenommen : 1) dass die Rieh- 
toDg der aus zwei Kräften resullirenden Kraft in der Ebene der Rich- 
tungen dieser beiden KrSfte innerhalb des spitzen oder stumpfen Win- 
kels liege , den diese beiden Richtungen mit einander einschliessen und 
2) dass die Richtung der resullirenden Kraft den Winkel zwischen den 
Richtongen der beiden Kr&fte balbire^ wenn diese Kräfte einander 
gleich sind. 
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Richtungen mit denen der Kräfte parallel sind. Denn die Kraft 
S muss :^ R und ihr entgegengesetzt gerichtet ^eyn. 

Da nun in dem Dreieck ^A(Fig. 40) APiPRiAR^ mARP: 
sin PAR : sin APR = sin QAR : sinPilR : sinPAQ^ sin QAR 
^ sin QAS, sin PAR = sin PAS ist, mithin 

P : Ö : S = sin QAS : sin PAS : sin PAQ 
folgt: so zeigt sich, dass jede der drei Krftfte, die um einen 
gemeinschaftlichen Angriffspunkt im Gleichgewicht stehen, dem 
Sinus des Winkels proportional ist, den die Riehtangen der 
beiden anderen Kräfte mit einander einschliessen. 

Um die Grösse und Richtung der Kraft S zu bestimmen, 
welche den Kräften P und Q Gleichgewicht hält, kann man 
die Grösse, und Richtung der aus P und Q resultirenden Kraft 
R berechnen, und den Winkel für A um 180 Grade vermeh- 
ren. Unter den drei Kräften P, Q^ R und den drei Winkeln 
welche ihre Richtungeq mit einander einschliessen, bestehen 
aber die bekannten drei Gleichungen unter den Bestandtheilen 
eines Dreiecks. Bezeichnet man die Winkel PAR, RAQ^ PAQ 
durch (v, /?, Y so hat man 

\)y = a+ ß 

2) P : ip : Ä = sin /J ; sin a : sin ;^ 

3) Ä« = P2 + 0« + 2PQ cosr 

welche das Dreieck AQR oder APR liefert. Wenn also von 
den sechs Grössen Uy ß, j^y Py Qy R drei gegeben sind, so 
lassen sich die drei übrigen aus den vorstehenden Gleichun- 
gen berechnen. Unter den hier n^ö^ichen Aufgaben heben 
wir die beiden folgenden besonders hervor.* 

Aufgabe 1. Aus zwei gegebenen Kräften P und Q und 
dem Winkel y zwischen ihren Richtungen, Ist der Winkel u 
zwischen der Richtung der resultirenden Kraft R und der Rich- 
tung der Kraft P, sowie die Grösse der Kraft Ä zu berechiien. 

Auflösung. Da P : = sin/? : sitta und /?3öy — o 
ist, so wird P : ip =ä sin(y — «) : sin«, also P. sin» ä Q , 
sin(;^ — «) == (sin;' cos a — cosysin«) mithin P.tangci = 
Q .siny — . cosy . tang «, also ^ 



Mbo kann auch sur Berechoung der Winkel o, /9 die Foraiel 
laDg4(/9-«) = ^^. langer 
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Die resnltiren de Kraft R kann entwede r nach der Formel 
fi = v^P» H- 0» + 2PQ cos y (2) 

oder nachdem o und /? bekannt geworden, nach den Formeln 

(3) 



1 



^ _ ^.siny 



sma 

sin/J 
oder auch nach 

Ä = P . cos a + . cos/J (4) 

berechnet werden. 

Zur Herleitung der Formel 4) fUle man die Perpendikel 
QV und PW auf AR, wodurch die beiden gleichen Dreiecke 
äVQ und PWR entstehen, aus denen ÄV = WR folgt Man 
hat also*) • 

AR = ÄW + AV = AP cos a + AQ. cos ß, öder 
A = P. cos a + Q cosß. 
Wenn der Winkel zwischen den Richtungen der gegebe- 
nen Kräfte d. h. ;^ = 90^ ist, so wird sin;^ ss 1, cos/ = 0, 
ß = 90^ — a ; die vorstehenden Formeln vereinfachen sich 
nun in 

(5) - 

(6) 

CT) 

(8) 



anwenden. Ant ihr findet sich /9 — a, welche Differeni mit /9 •*(' « = r 

Torbunden , lowobl fi als m liefert (S. nein Lehrb. d. Trigon. o, Sle- 

reometr. p. 105.) 

*) Der Beweis Ifissl sich auch folgendermaassen geben. Es ist 

n Ruinß ^ Asina , ^ in ^ 

Ps-.; — L, Q^ also PcoBa-^-QcoBfi :^ 

sin^ sin^ 

= (sin/9 cosa -|- cos/? sm o) s= ^S—^ — : = R, 

siny sini' - 

weil /9 + o =:y ist 





»•Bg 

R = 
R = 


Q 






oder 


V P» + tf« 
sin a cos a 




oder . 


Rts 


P COSa 


+ <? 


sina 
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Aufgabe 2. Au0 einer gegebenen Kraft R nnd den 
Winkeln^ welche ihre Richtung mit den Richtungen der beiden 
^eiteiikrifte P und Q einschliessen, sollen diese Seitenkräfte 
berechnet Werden. 

Auflösung. Da die Winkel a, ß mithin auch fzsta-^ß 
nebst der resuhirenden Kraft R bekannt sind^ so hat man so- 
gleich die beiden Seitenkräfte 

R.sinß 
P = , ^ (1) 

siny ^ ' 

ß . sin a 

smy ^ ' 

Ist der Winkel y ^= a-\- ß ein rechter Winkel so findet sich 

P = R. sin/J Ä A.cosa (3) 

Q = R.sina = R.cosß. (4) 

, $. 81. 

Wenn mehr als zwei Kräfte auf einen materiellen Punct 
wirken, so kann man nach den vorigen Regeln die erste mit 
der zweiten Kraft zusammensetzen, die hieraus resultirende 
Kraft mit der dritten Kraft zu einer einzigen verbinden und 
durch Wiederhdung dieses Verfahrens die Richtung und Grösse 
einer einzigen Kraft nachweisen, deren Wiriiung mit der ver- 
einten Wirkung sämmtllcher gegebenen Kräfte äbereinstimmi 
Wenn nun diese zusammengesetzte Kraft gleich Null ist, so 
befinden sich die gegebenen Kräfte unter einander im Gleich- 
gewicht. Ist sie aber nicht gleich Null, so kann das Gleich- 
gewicht durch Hinzufitgong einer neuen Kraft, deren Grösse 
der zusammengesetzten Kraft gleich kommt, deren Richtung 
aber ihr entgegengesetzt ist, hervorgebracht werden. 

Die Nachweisung der aus gegebenen Kräften resultirenden 
Kraft lässt sich sowohl auf dem Wege geometrischer Con- 
struction als durch Rechnung geben. 

Bezeichnen nämlich die Linien AB^ ÄC^ AD, AB (Fig. 41) der 
Richtung und Grösse nach die auf den Punct A wirkenden Kräfte, 
so ist die Diagonale AC des Parallelogramms ABCC' der Kraft 
proportional, welche an die Stelle der beiden AB und AO pro- 
portionalen Kräfte gesetzt werden kann. Eben so bezeichnet 
die Diagonale AD' des Parallelogramms A€fDD' die Kraft wel- 
che gleiche Wirkung mit AC' und AB^ also auch tsaX AB\ AC 
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QBd Al> hat. Endlich darf die Kraft R^ welche der Diagonale 
AB' des Parallelogramms AD'BEf proportional ist^ an die Stelle 
der Kräfte AD' und AB d. h. an die Stdile der gegebenen 
Kräfte AB, AC, AD, AB gesetzt werden. Diese Kraft R ist also 
die aus den gegdi^nen Kräften resultiresde. Man findet sie, 
ohne die Constmetion der eben genaimten Parallelogramme 
auszuftihren, indem man die Linien AB, AC, AD, AB fiaeh Ui^ 
ren Richtungen zu dem Polygonstück ABC'D'If zusammensetzt^ 
und deii Punct A mit dem Endpunct B' «tesselben durch die 
gerade Linie AB' verbindet. Diese Linie AE' bezeichnet dann 
der Grösse und Richtung nach die aus den gegebenen Kräften 
zusammengesetzte Kraft lt. Diese geometrische Construction 
hat zu dem Namen Polygon der Kräfte geftihrt. Der End- 
punct B' der gebrochenen Linie ABC'D'e! kann, wie in der 
Figur, von A verschieden sein; er kann aber auch mit dem 
Anfangspuncte A zusammenfallen. In der ersten Annahme 
kommt die Wirkung der gegebenen Kräfte auf die ^aer ein- 
zigen Kraft R zurück, und um Gleichgewicht herzustellen muss 
eine neue Kraft = R nach entgegengesetzter Richtung de«i 
System der gegebenen Kräfte himsugefügt werden. In der zwei^ 
ten Annahme hingegen ist AB' =:= 0; die giegebenen Kräfte 
also sind unter sich im Gleichgewicht sobald die gebroebene 
Linie ABC'lJlt zu einem Polygon in A zusammensebliessi 

Will man die Richtung und Grösse der waAmw^g^aelz«- 
ten Kraft R durch Redinung bestimmen, so himn man nwar in 
den einzelnen Parallelogrammen ABÖ^, ACfD'D u.i$,w. in wel^ 
eben jedesmal zwei Seiten und der eügesohlossone Winkel ge- 
geben sind nach $. 80 die Richtung und Länge der Diagonale 
finden, und nachdem auf diese W^ise alle gegebenen Kräfte 
benutzt sind, die aus itaen residtirende Kraft nabhweisen; in- 
dessen ist dieses Verfahren nicht bequem und steht der Coor- 
dinaten-Methode , zu deren Beschrabung wir sogleich fort- 
schreiten, bei weitem nach. 

S. 82. 

Um aus den der Richtung und Grösse nach gegebenen 

Kräften Pi P2 P3 P4) welche auf den Punct A wirken, die 

Richtung und Grösse der zusammengesetzten Kraft R durch 

Recfanunj; zu finden, legie man durch den Punct A in der Ebene 
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der Kräfte zwei sich rechtwinklig schneidende Axen XAXiy 
YAYi (Fig. 42] and zerlege. jede der gegebenen Kräfte P nach 
den Richtungen dieser Axen in ihre beiden Componenten. Alle 
diese Componenten zusammen genommen haben gleiche Wir* 
kung mit den gegebenen Kräften. Die Componenten in der 
Axe XiÄX werden nun ftir sich zu einer einzigen Kn^ty der 
Abscissenkraft Ä zusammengenommen, eben so die Com- 
ponenten in der Axe YiAY zu der Ordinatenkraft 0. 
Endlich sucht man die aus A und resultirende Kraft, welche 
offenbar die resultirende Kraft R der gegebenen Kräfte P ist. 
Die Richtungen der Kräfte Pi P^ u.s.w. werden durch die 
Winkel bestimmt , welche sie mit der Richtung AX einschlies- 
sen. Diese Winkel oj &£ «s 04 werden von Null bis 360^ 
immer in demselben Sinn gezählt. Sie sind nebst den Kräften 
gegeben y da die Richtungen derselben als bekannt angenom- 
men werden. Die Conq)onenten der Kräfte sind nun ($. 80] 
nachiiX:P| cos ai,?^ cos «4.; nach^iXi: — PaCOS«a,— Pjcosas, 
also ist die Abscissenkraft 

A = PiCOStti4-^aCOSa2 + P5COStt5-f P4C0S«4 (1) 

Zeigt sich A positiv so ist die Abscissenkraft nach AX gerich- 
tet; wird aber A negativ so ist sie nach AXi gerichtet — 
Eben s« sind die Componenten der Kräfte nach AY\ Pisiniti, 
PflSinäs; nach AYi'. ^P%wka^ — P4 sin 1x4. JSnblndurt man 
die Componenten nach AYi von den Componenten nach AY 
so ergiebt sich die Ordinateftkraft 

= P|Sin(»i+^2sin<»a+P5sinaa+P4Sin«4, (2] 

welche nach OY oder nach OYi gerichtet ist, je nachdem 
positiv oder negativ ausMt. Die Vorzeichen der Cosinus und 
Sinus sind in diesen beiden Formein sorgfältig zu beachten. 

Bezeichnet nun a den Winkel, welchen die aus den ge- 
gebenen Kräften resultirende Kraft R mit der Richtung AX 
einschliesst, so hat man 

tang o = j- (3) 

Dieser Winkel o ist s]rilz wenn und A beide positiv; stumpf 
weno O positiv, A negativ; überstumpf im dritten Quadranten 
wenn O und A beide negativ; endlich im vierten Quadranten 
wenn negativ, A positiv sind. Die resultirende Kraft R wird 
nach emer der Gleichungen 
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sm a cos a 
berechnet. 

$. 83. 
Soll unter den gegebenen Kräften Pi P^ u. s. w. Gleichge- 
wicht bestehen, so muss die resultirende Kraft A = sein. 
Dieses ist aber, wie die Formel R = \^il* + 0* zeigt, nur 
dann möglich wenn il = und = ist. 

Demnach ergeben sich zwei Bedingungsgleichttngen für 
das Gleichgewicht mehrer auf einen materiellen Punct wirken- 
der Kräfte, deren Richtungen in einer Ebene liegen. Diese sind 
Pi cos Ol + ^2 cos «2 + P3 cos 05 + etc. = (1) 

Pi sin dl + P2 sin 02 + P5 sin 03 -{- etc. = (2) 

Ist ihnen entsprochen, so besteht auch das Gleichgewicht, weil 
die aus den gegebenen Kräften resultirende Kraft = ist, 
folglich keine Bewegung durch sie entstehen noch abgeändert 
werden kann. 



Vom Gleichgewicht der Krifte, die auf diien Panct wir- 
ken und deren BichtangeQ nicht in einer Ebene liegen. 

$. 84. 
Die Zusammensetzung der auf einen Punct wirkenden Kräfte 
deren Richtungen nicht in eine Ebene fallen, wird auf dieselbe 
Weise ausgeführt wie wenn deren Richtungen in einer Ebene 
liegen. Sind nämlich Pi P2 P3 «. s. w. die gegebenen Kräfte, 
welche auf den Punct A wirken, so kann man durch die be- 
kannte Construction des Parallelogramms die aus Pj und P2 
resultirende Kraft nachweisen. Diese lässt sich dann ebenso 
mit P3 zusammensetzen, und indem man in der Art fortfährt 
die jedesmal gefundene zusammengesetzte Kraft mit einer bis 
dahin noch unbenutzten gegebenen Kraft zu yerbii|den, erhält 
man zuletzt die aus allen gegebenen Kräften resultirende Kraft. 
Es zeigt sich hieraus, dass jedes System von Kräften die ei- 
nen gemeinschaftlichen Angriffspunct haben, immer auf die 
Wirkung einer einzigen Kraft zurückkommt. Findet sich diese 



Kraft gleieh NoU, so sind die gegebenen Kräfte unter einander 
im Gleichgewicht; im entgegengesetzten Fall aber entsteht noth- 
wendig Bewegung des Angriffspuncts. — Die einfachste Vorr- 
aussetzung in welcher nur die drei Krftfte Pi P2 Ps ^^^ ^^^ 
Punct A wirken, mag ihres besonderen Interesse wegen hier 
ausführlicher verfolgt werden. 

S. 85. 

Die drei Linien ilile= Ol, ACssza2y ADssza^ (Fig. 43), wel- 
che in der Richtung der Kräfte Pi P2 P5 liegen sollen, mögen 
diesen Kräften proportional sein. Man construire Aber diesen 
Linien Oi 112 ^ das Parallelepipedum ABCG: so bezeichnet dessen 
Diagonale AQ sowohl der Richtung als Grösse nach die aus 
den drei Kräften Pi P2 P3 resultirende Kraft R. Denn die 
Diagonale AH des aus Oi und 02 gebildeten Parallelogramms 
ABCH stellt die Richtung und Grösse der aus den Kräften Pi 
und P2 zusammengesetzten Kraft Q yor; wird nun diese Kraft 
Q mit der Kraft P5 vermittelst des Parallelogramms ABDQ zu- 
sammengesetzt, so ist dessen Diagonale AQ der aus Q und P3, 
also auch der aus Pi P2 P5 zusammengesetzten Kraft R pro- 
portional und hat zugleich deren Richtung. Die Diagonale AO 
des Parallelogramms AUDG ist aber zugleich die Diagonale des 
Parallelepipedi welches aus den drei Seitenkanten AB = ai, 
AC SS 02 und AD s=: Os gebildet ist. Demnach kommt die 
Aufgabe, aus drei gegebenen Kräften Pi P2 Ps die i^sultirende 
Kraft R zu bestimmen , auf xlie Bestimmung der Diagonale ei- 
nes Parallelepipedi zurück, dessen Seitenkanten der Richtung 
und Grösse nach gegeben sind. 

Man ziehe in dem oberen Parallelogramm DBFG die bei- 
den Diagonalen DO und l?P, welche sich in K gegenseitig hal- 
biren. Die Linie AK erscheint demnach in den Dreiecken 
ADQy APB als die Transversale, welche von der Spitze A nach 
der Mitte der Gegenseite gezogen ist. Hieraus folgt ^ 
ACfl + XD« = 2i4Jr« + 2Ä»» und 
AB* + AF^ = 2AK* + ZÄE« 
Die Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten giebt 
AG*^AD*—AB^~AF*s=z2KD*—2KB* = ^D(fl — ^PB* 



*} S. mein Lehrb. d. reinen Matheiii. p. 522* 
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ako ist 

AQ^ = AE^ +i*F« — AD^ + |DÖ« -—^FE'^ (1) 

Die Gr<^«0en rechts vom Gleichheitsaeiclieii lassen sich durch 
die Sdtenkanten ai o^ % und die zwischen ihnen liegenden 
Winkel BAC^ BAD, CAD^ welche wir durch (01 öq}) (^i ^)i 
(112 Os) bezeichnen wollen, ausdrücken« Denn man W in den 
Dreiecken ADE^ ADF, DEO, FDE nach der Ordnung 

AE^ = Ol» + og« ^- 2«! 05 cos («1 «3) 

AF^ = ag» + 05« + 2aa 1% cosi^Oj) 

Dfl« = Ol« 4. 02* + 2fli 02 cos (oi 02) 

Fß» = Ol* 4- 02* — 20] 02 cos (02 02) 
Die Substitution dieser Werthe in 1) liefert füir die Diagonale 
AO = d die Gleichung 

(qPsb Ol* + O2* + «5* + 20i O2 cos (OiOa) + 20103 cos (OiOs) 

4-20208COS(0205) (2) 

Setzt man hierin für d, Oi, Ob, 03 die ihnen pr0|M>rtionalen 
Kräfte H Pi Pz P5 so erhftlt man . 

«a «= 1^1 a + Pjj» 4- P5 a + %p^P^ cos {^1^2) + 2P1P5 cos (P1P5) 

+ 2P2i^cos(P2«i) (3) 

in welcher Gleichung [P^ P^), (Pi P^jf [Pi P^) die Winkel zwi* 
sehen den Richtungen der Krftfte Pi P2, Pi P5 und P^ l?s vor- 
stellen sollen. 

Die BichtuQg der resultirenden Kraft R wird durch die 
Winkel bestimmt , welche sie mit den Richtungen ABy AC^ AD 
der gegebenen Kräfte Pi P2 Ps einschliesst, also durch die 
Winkel welche die Diagonale d mit den Seit^nkanten Oi 02 Os 
bildet. Aus den beiden Dreiecken BGA und BGE hat man 

Äöa _ ja 4 0^ — 2aid cos (oi dj und 

BG^ = 02*4- «3*+ 2O2OsC0S(O2O5) 

WO (oi dj den Winkel GAB zwischen Oi und d bezeichnet. Setzt 
man die beiden Werthe von BG^ einander gleich, substituirt ftlr 
d* seinm Werth aus 2) und lässt den gemeinschaftlichen Factor 
2 Ol weg, so findet sich 

d.cos(oid) = 01+02 C0S(OiO^) + O5 C0S(OiOs), 
wobei bemerkt werden kann, dass der erste Satz die Projection 
der Diagonale d, und der zweite Satz die Projection der ge- 
brochenen Linie ABHG die aus Oi o^ und 05 zusammengesetzt 
ist, auf die Richtung der Linie Oi vorstellt. Diese Gleichung 
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liefert nun zur Bestimmung: des Winkels (oi d) d. h. des Win- 
kels (Pi R), nachdem für ai a^ % die diesen Linien proportio- 
nalen Kräfte Fi P^ P^ substituirt sind, die Formel 
cos (P, Ä) = ^i+f»co8(P,/',)4-l'.co«(fi^) (4^ 

R 
Auf gleiche Weise ergeben sich zur Bestimmung der Win- 
kel, welche die Richtung Ton JR mit den gegebenen Riehtun- 
gen der Kräfte P2 und ^5 einschliesst, die Formeln 

COS(P,Ä) = f» + l'lC0S(P,P^)-t-P5C0S(l',P^ ^5^ 

und 

C0S[P,R) = P5+^xCOB(P5fl) + l'.COS(PsPz) (gj 

S. 86. 
Wenn die Richtungen der KrSfte Pi P2 Ps rechtwinklig 
auf einander stehen, so sind die Cosinus der Winkel zwischen 
ihnen gleich Null, und die vorstehenden Formeln 4] bis 6) ver- 
wandeln sich in die einfacheren 

Ä» = Pi» + Pa» + P,» (7) 

C0S(P,fi)5=^« ■ /^ ^ (8). 

C08(P2Ä) = ^* ^ > ^'^ . -: (9) 

C0S(P5Ä) = ^ = - /' T (10) 

wobei zu bemerken, d as« 

COS(P,Jl)'-f- COS(PjjÄ)'+ cos(P5Ä)''= 1 (11) 

ist. 

Diese Gleichungen 7) bis 11) welche häufig benutzt wer- 
den, lassen sich direct folgendermaassen ableiten. Es sei (Fig. 44) 
PiAPft ^ PiAP, = P^APs = 900 und APi = Pj, ilP» = P3, 
i4Ps = Ps> 80 ist die aus Pj und Pg, zusammengesetzte' Kraft 
Q = V^Pi'.- f Pg'? und die aus ß und P5 zusaptmengesetzte 
Kraft Ä = V^p« f Pj« = V~Pi« + Pg« + P5». Femer ist 

AP P AP P 

cosJ^ÄPi = -^ = ^, COSRAP2 = 7^ = ^ und cosÄilPs 

AR R AR R 



1 
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AP ' P 

= — ? = ^. Denn es sind nicht allein die Parallelogramme 
AR R 

AP1OP2J AQRPs Rechtecke, sondern auch die Dteiecke APiRj 

AP2Ry APsR sind rechtmnklige Dreiecke. 

S. 87. 

Die vorstehenden Sätze pflegen unter dem Namen Paral^ 
lelepipedum der Kräfte aufgeführt zu werden , und man 
könnte im Fall mehr als drei Kräfte gegeben sein sollten auf 
ähnliche Art den Übergang zu einem Polygon im Räume 
machen, wie oben das Parallelogramm der Kräfte zu dem Po-* 
lygon in der Ebene führte. Indessen werden die Betrachtun- 
gen einfacher, wenn man sämmtliche Kräfte, die in Frage ge- 
stellt sind, auf drei Kräfte zurückführt, deren Richtungen recht- 
winklig auf einander stehen. Dieses ist nach den vorstehen- 
den Formeln immer möglich. Denn ist R eine Kraft, deren 
Richtung mit drei rechtwinklig gegen einander liegenden Rich- 
tungen die Winkel a ß y einschliesst, so haben die Kräfte Pi 
P2 Ps nach diesen Richtungen gleiche Wirkung mit der Kraft 
Rj wenn 

Pi = Äcosa, P2 = Äcos/J, P5 = Äcos;^ (12) 

angenommen werden. Da nämlich nach 11) 
cosa« + cos/y*'+ <5osy* = 1 
ist, so wird durch die vorstehenden Werthe der Gleichung (7) 
vollständig entsprochen. 

Wenn also eine Kraft R nach drei Richtungen zerlegt 
werden soll, die rechtwinklig gegen einander liegen, so hat 
man zur Bestimmung der Componente nach einer dieser drei 
Richtungen die Kraft R mit dem Cosinus des Winkels zu mul- 
tipliciren, welchen R mit dieser Richtung einschliesst. 

Multiplicirt man die Gleichungen (12) mit cos cc, cos/f, 
COS;', und addirt sie dann zusammen, so findet sich 

PiCOSa + P2COS^+P5COSy = Ä(cosa* + cos/J2-f"^^^y*) 
oder 

PlC0Sa + P2C0S/J + iP5C0S/t=:Ä, (13) 

welche Gleichung zur Bestimmung von Jl dient, wenn die Win- 
kel a /? ^ anderweit bekannt geworden sind. 
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Um die aus mehren im Räume beliebig gerichteten Kräfte, 
welche einen gemeinschaftlichen AngrifTspunct haben, resultirende 
Kraft der Grösse und Richtung nach zu bestimmen, lege man 
durch den AngriJDTspunct Ä (Fig. 45) drei sich rechtwinklig schnei- 
dende Linien XiX, FiF, ZiZ welche wir Axen nennen wol- 
len, und zerlege jede der gegebenen Kräfte Pi P2 Ps P^ u.s.w. 
in ihre drei Componenten nach den Riefatmigen dieser Axen. 
Alle diese Componenten zusammenge&onunen haben gleiche 
Wirkung mit den gegebenen Kräften. Man fasse nun die Com- 
ponenten in der a? Axe für sich zu einer einzigen Haupt-Com- 
ponente X zusammen, eben so die Componenten in der y Axe 
zu der Hauptcomponente F, und die in der % Axe zu der 
Hauptcomponente Z. Endlich suche man die aus JC F Z her- 
vortretende resultirende Kraft A, so hat man dadurch zugleich 
die aus den gegebenen Kräften Pi i'2U.s.w. resultirende Kraft. 

Da die Kräfte Pi P2 u.s. w. ihrer Richtung und Grösse 
nach gegeben sind, so werden die Winkel, welche die Rich- 
tung jeder einzelnen Kraft mit den Richtungen der drei Axen 
einschliesst^ als bekannt angesehen. Diese Winkel werden vpn 
bis 180^ gezählt indem man von der ursprünglichen oder 
positiven Richtung der Axe AXy AY, AZ ausgeht. Demnach 
mögen «i ßi yi die Winkel vorsteUen, welche die Richtung 
der Kraft Pi mit den Axen AX^ AY^ ÄZ bildet; eben so sol- 
len sich di^ Winkel a^ §2 ^2 auf die Kraft Pn; as ß^ ^5 auf 
die Kraft P5 u.s.w. beziehen. Die Componenten von Pj nach 
den Richtungen der drei Axen sind Pi cosai, Pi cos/^i, Pi cos^^i; 
die erste hat die Richtung AX oder AXi je nachdem 01 ein 
spitzer oder stumpfer Winkel ist; Ähnliches gilt von der zwel^ 
ten und dritten Componente in Beziehung auf die ihr entspre- 
chieodeA^e. Nimmt man nun die Componenten in jeder Axe 
fiir sich zusammen, so entstehen die drei Haupteomponenten 

X = Pi cos «1 + P2 C0Sa2 + PsCOSofs + ötc. 

F = Pi cos ßi -f P2 cos ß2 -f P5 cos /?3 -f etc. ) (1) 

Z = Pi cos yi 4- P2 cos ^2 + ^5 cos Y^ + etc. 
aus welchen sich die resultirende Kraft 
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Die Richtung von Ä wird durch deren Winkel gegen die 
Richtungen ÄX, AY, AZ, welche durch a fi y vorgestellt wer- 
den mögen, bestimmt, die man aus den Formeln 

Y Y Z 

cos« = -, cos /5^ = -, cos / = ^ (3) 

findet. 

§. 89. 
Soll unter den gegebenen Kräften Pf Fi Pj u. s. w. Gleich- 
gewicht beBtehen, S0 «niss die aus ihnen restthirende Kraft R 
= sein. Dieses aber ist wegen Ä« rz: Jt« + F* + Z« 
nur dann möglich, wenn X = 0, F =: and Z z= ist; Ist 
diesen Bedingungen nicht entsprochen, so wird auch das Gleich- 
gewicht unmöglich. Man hat daher fttr Kräfte im Räume mit 
einem gemeinschaftlichen Angnffspuncte die kaebfolgenden drei 
Bedingungen des Gleichgewichts 
Fl cos «1 + P2 cos «2 + ^3 cos as + etc* =it ft (1) 

Fl cos/^i + P2 co«/?2 + P5 cos/jr, + ete. = (2) 

Fl coByi + P2 cos;^2 + ^3 cos^'s + ete. =2: (3) 

Von der Wirkung der Kräfte mit verschiedenen Angrifi^- 
puncten, die in starrer Verbindung unter einander stehen. 

I. Die Richtungen der Kräfte fallen in etne Ebene. 
A. Zusamaiensetcung mid Zerlegung der Parallelkrffft^ In ebnet Ebene. 

«. 90. 

Paralielkräfte sind solche, deren Richtungen in Parallelii- 
nien fallen. Sie können gleich-^ oder entfregengesetzt gerich- 
tet aeln; z.B. Verticalfcrflffte sind gleichg ichtet wenn sie atte 
Ton oben nach unten, oder alle von unten nach oben wirken; 
hingegen entgegengesetzt gerichtet wenn sie theüs von oben 
nach unten, theite von unten nach oben wirken. 

Zwei gleichgerichtete Parallelkräfte lassen sieh immer zu 
einer einzigen Kraft zusammensetzen. 

Es seien Pi P2 (Fig. 46) die beiden Parallelkräfte, A und 
B deren Angnffspuncte. An der Wirkung dieser Kräfte wird 
nichts geändert wenn man die gleichen Kräfte pi pa nack est-* 
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gegengeseXzten Richtmigeti der Linie AB hinzusetzt. Werden 
nun Pi und pi zu Qi ; P2 und p2 zu Q2 zusammeng^esetzt, so 
haben ^i und Q2 gleiche Wirkung mit Fi und Fj- Als An- 
griffspunct dieser beiden Kräfte kann der Durchschnittspunct C 
ihrer Richtungen angenommen werden, insofern dieser mit A 
und B in starrer Verhiiuhing gedacht wird. Durch diesen Punct 
C lege man DE parallel mit AB, uiid CK parallel mit den 
Richtungen der Krftfle Fi P2. Nimmt man die Linien CF und 
CG den Kräften ^i und Q2 proporti<Hi«l und construirt die Pa- 
rallelogramme CDFHy CEGIy so bezeichnen die Seiten CD, CH] 
CE, CI offenbar die Componenten pi, Fi ; P2> F2. Da sich aber 
Pi und P2 gegen einander aufheben, so zeigt sich die Wir- 
kung der l)eiden Kräfte CH = Fi und CI ss F2 in der« Rich- 
tung der Linie CK als gleich mit den beiden Kräften Fi an A, 
und F2 an B. Man kann hiernach statt der beiden Parallel- 
kräfte Fl und F2 an den Puncten A und B, die einzige Kraft 
CH + CI oder Fi + F2 = Ä mit einem Angriffspuncte in der 
Linie CK z. B. dem Angriffispuncte K substituiren. — Die Lage 
dieses Punets K tuf der Linie AB ergiebt sich folgendermaassen. 

FH Gl 

Es ist AK = KC. ^i7^ und BK =1 KC. — also, wegen 

Fa=: Gl 

^ _ tc _P^ 

BK~ HC~~ Pi 
Demnach ist die resultirende Kraft R zweier gleichgerich- 
teter Parallelkrifte Pi nnd P^ 

Rzz::Pl+P^, (1) 

sie hat dieselbe Richtaing wie Pi und P^, und der Angriffspuoct 
K dieaer rewltirenden Kraft jB liegt auf der geraden linie zwi- 
schen d«a AngriiTspuncten A und B in dem Puncto, welcher 
die Linie AB im umgekehrten Varhältoiss der Kräfte Pi und P2 
eintheilt. In Zeichen ist 

— = f^ . (2) 

KB Pi . \ I 

oder — = —^^— = 5 (3) 

AB Pi -^ Pz A ^ ' 

oder AK : KB : AB^ P^ : Px : R, (4) 

d. h. Jede der drei Kröfte Pj, Pj, Ä ist der Linie zwisdien 

den Angriffspmcten der beiden anderen Kräfte proportional, 

9* 
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wenn alle drei Angriifspuncte in derselben geraden Linie ge- 
dacht werden. 

S. 91. 

Nach dem vorsiehenden Satee kann man eine beliebige 
Menge gleichgerichteter Parallelkräfte Pi, P% P3U.S.W. zu einer 
einzigen Kraft R zusammensetzen, welche dieselbe Richtung 
hat wie die gegebenen Kräfte. Denn nachdem man den An- 
griffspunct der aus Px und P^ zusannnengesetzten Kraft r s=: 
Pi + ^2 bestimmt hat, lässt sich r mit P5 zu ri = r -f P5 
z=z Pi '\' P2 -\- P^ zusammennehmen, dann r^ mit P^ u. s. w. 
zu einer einzigen vereinigen. Die Angriffspuncte aller dieser 
einzelnen resultirenden Kräfte r, ri u. s. w. ergeben sich leicht 
aus dem Vorhergehenden. Man findet also zuletzt den An- 
griffspunct der aus. allen gegebenen Kräften resultirenden Kraft 
Ä, deren Grösse der Summe jener Kräfte 3= P^ + P2 + ^s etc. 
gleich ist 

Man sieht hieraus, dass es immer mögfich ist, eine Kraft 
nebst ihrem Angriflbpuncte zu bezeichnen, weiche einer belie-* 
bigen Menge gleichgerichteter Parallelkräfte Gleichgewicht hält. 
Denn die Kraft iS = ß an dem Angriffspuncte von Ä, und die- 
ser entgegengesetzt gerichtet, hebt die Wirkung von R also 
auch die von Pi P2 P3 u. s. w. auf. 

«. 92. 
Die Zerlegung einer Kraft in zwei Parallelkräfte lässt sich 
auf viele Arten vollziehen, wenn keine näheren Bedingungen 
Viorgeschrieben sind. Denn man hat nur darauf zu achten 
1) dass die Richtungen der Componenten mit der Richtung der 
zu zerlegenden Kraft tibereinstimmen, 2) dass die Summe der 
Componenten der gegebenen Kraft gleich sei und 3) dass die 
Angriffspuncte der Componenten und der gegebenen Kraft auf 
einer geraden Linie so liegen, dass die Theile derselben zwi- 
schen je zwei Aitgriffspuncten, der dritten diesen Puncten nicht 
zugehörigen Kraft proportional sind. Diesen Forderungen kann 
aber auf unzählige Weisen entsprochen werden. Sind dagegen 
eine der Componenten oder deren Verhältniss gegen einander, 
nebst einem Angriffspuncte derselben gegeben, so wird die 
Aufgabe der Zerlegung einer Kraft in zwei ParaUalkräfte eine 
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bestimmte. Ist z. B. R zu zerlegen in die Paralli^lkräfte Pi und 
P2 die an A und B wirken (Fig. 46] und sind Pi nebst KÄ 

KA P 
gegeben, so hat man P3 = Ä — Pi und KB = - — ^; sind 

« — Pi 

Pi und KB gegeben, so findet sich P2 = il — Pi und KA 
KBAR—Pj) 

= ^- ^, U.S.W. 

$. 93. 
Zwei ParallelkrÄfle Pi P2 (Fig. 47), welche an den AngrilTs- 
puncten A^ B entgegengesetzte Richtungen haben, lassen sich, 
ausser wenn sie einander gleich sind , ebenfalls zu einer ein- 
zigen Kraft R zusammensetzen. Denn ist P2 'p" Pi so kann 
man P^ in P* und R zerlegen, von denen P* = Pi ist und den- 
selben AngrifTspunct A hat. Demnach haben P^ R und Pi oder, 
da P^ und Px einander direct entgegengesetzt und gleich sind, 
die Kraft A an dem Angriffspuncte K gleiche Wirkung mit Pi und 
P2 an A und B d. h. es ist R die zusammengesetzte Kraft von 
Pi und P2. Hiemach hat die zusammengesetzte Kraft R gleiche 
Richtung mit der grösseren Componente P2, ihr Werth ist 

R = P,-Pi (1) 

und ihr AngrifTspunct K wird durch dessen Abstand BK von 
dem Angriffspuncte der grösseren Componente P2 nach der 

Formel 

AB.Px 
BK = — -/ (2) 

P2 — Pi 
bestimmt. 

Die Formeln (1) und (2) haben ihre bestimmte Bedeutung 
so lange Px und P2 verschiedene Werthe haben. Man braucht 
selbst nicht vorauszusetzen, dass P2 > Pi sei, insofern man 
bei hervortretendem Minus -Zeichen die Richtung von R und 
von BK in die entgegengesetzte verwandelt. Wenn aber Pi 
= P2 angenommen wird, so verliert die Gleichung (2) alle Be- 
deutung. Denn da der Divisor P2 — Pi = wird, so kann 
p 

von einem Quotienten — nicht mehr die Rede sein. Wollte 

P2 — Pi 

man von einer resultirenden Kraft /{ = mit einem unendlich 
entfernten Angriffspuncte K reden, so ist dieses, gelinde ge- 
sagt, unverständlich, es sei denn dass man damit sagen wolle. 
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die Kraft R nehme fortwährend ab, und ihr Angriffspunct K 
entferne sich immer weiter von Ä, je mehr der Werlh des Fi 
dem des Pi nahe rückt. Zwei gleiche und entgegengesetzt 
gerichtete Parallelkräfte lassen sich zu einer einzigen Kraft; 
nicht zusammensetzen; es ist also auch nicht möglich, ihnen 
durch eine einzige Kraft das Gleichgewicht zu halten. Zwei 
solche Parallelkräfte werden gekoppelte Kräfte oder ein 
Kräftepaar genannt. 

B. Von den Kraftepaaren in einer Ebene. 

§. 94. 
Zwei gleiche und entgegengesetzt gerichtete Parallelkräfte, 
deren Richtungen nicht in die gerade Linie zwischen den An- 
grilTspuncten fallen, bilden ein Kräftepaar. Der kürzeste 
Abstand der beiden Richtungen eines Kräftepaares von einan- 
der, d. h. die Länge des von einem Puncto der Richtung der 
einen Kraft auf die Richtung der anderen Kraft gefällten Per- 
pendikel$ wird Breite des Paares genannt. Die beiden Kräfte 
eines Paares sind, wie oben gezeigt worden, nie im Gleichge- 
wicht unter einander; sie bringen vielmehr immer eine Dre- 
hung der Angriffspuncte hervor. Um den Sinn dieser Drehung 
zu beurtheilen, hat man sich auf die Ebene des Paares zwi- 
sehen den beiden Kräften zu versetzen. Nimmt man diesen 
Standpunct als Drehpunct an, und werden die Angriffspuncte 
der Kräfte von der Linken zur Rechten geführt, so soll das 
Paar ein rechtsdrehendes Paar heissen, im anderen |Fall 
wird es ein links drehen des Paar genannt. Das Paar P P' 
z. B. (Fig. 48] ist ein linksdrehendes, während^ Q' als ein 
rechtsdrehendes Paar erscheint. Bei der Vergleichung mehrer 
Paare muss man seinen Standpunct auf derselben Seite 
der Ebene in welcher die Paare liegen, beibehalten. Denn von 
der einen Seite betrachtet ist dasselbe Paar ein rechtsdrehen- 
des, welches, von der anderen Seite der. Ebene aus, für ein 
linksdrehendes gehalten wird. 

§. 95. 
Ein Kräftepaar ist mU einem zweiten Kräftepaare in der- 
selben Ebene im Gleichgewicht, wenn 1) das eine Paar im ent- 
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gegengeselzten Sinn des anderen dreht und 2) das Produot ei- 
ner Kraft des einen Paares in dessen Breite, dem Product ei- 
ner Kraft des anderen Paares in dessen Breite gleicli ist. Die 
Angriffspunole der Krüfte können in deren Richtungen nach 
Belieben angenommen werden, hur müssen sie unter einander 
in starrer Verbindung stehen. 

Der Beweis dieses Satzes hat zwei FöIIe zu berücksichti- 
gen 1) wenn sich die Richtungen der Kräfte beider Paare schnei- 
den, 2) wenn diese unter einander parallel sind. 

1) Es sei (Fig. 48) P P' das eine Paar, Q Q' das andere; 
die Richtungen beider mögen sich scheiden, wodurch das Pa- 
rallelogramm ACBD entsteht. Man fälle von C das Perpendi- 
kel CE = p auf die Richtung von P\ und das Perpendikel 
CF =: q auf die Richtung von Q, so ist zu zeigen, dass wenn 

Pp = Qq 
vorausgesetzt wird, unter den beiden Kräftepaaren Gleichge- 
wicht bestehe. 

Aus den ähnlichen Dreiecken CAF, CEB folgt 

p CB 

4- =:s — -; der Voraussetzung gemäi^s ist äucji 
q CA 

p Q 

^ ms ~, folglich hat man 

Q_CB^ 
P '^ CA 

d. h. die Seiten des Parallelogramms ACBI) sind den fräßen 
Pund Q proportional. Die beiden Kräfte P und m A sßt^^n 
sich aber zu einer Kraft, die der DjagQV^^lß ^4 prppQ^tional 
ist zusammen; ebenso ist die ^us f und Q resultirende Kraft 
derselben Diagonale AB proportional Die vier Kräfte /^, Q^ 
P', Q kommen also auf zwei gleiche und direot entgegenge- 
setzte Kräfte, welche in AB wirken, zurück; mithin sind sie 
unter einander im Gleichgewicht 

Auf ähnliche Art lässt sich der umgekehrte Satl^ zeigen, 
dass wenn die Kräftepaare P, P'\ 0, Q' unter einander im 
Gleichgewicht sind, die Gleichung Pp z::^ Qq bestehe. 

2) Wenn sich die Richtungen dßr Krftftepaar,e P F, Q Q 
nicht schneiden, so nehme man ein drittes Kräftepaar fi R' mit 
der Breite r zu Hülfe, dessen Richtung die der beiden vorigen 
Paare schneidet, und setze voraus ü.r sei E=P.p: so i»t auch 
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Paar R R' im entgegengesetzten Sinn von P P' so ist es mit 
P P' im Gleichgewicht. Zugleich ist R K wenn jede dieser 
beiden Krftfte nach entgegengesetzter Richtung genommen wird 
also — R und — A' mit Q Q' im Gleichgewicht. Demnach 
sind, die Kräfte P F, Q Q\ RR, —R—R unter einander 
im Gleichgewicht. Da aber R und — Ä, so wie jR* und — R 
einander aufheben: so sind P, P\ Q, Q' allein unter einander 
im Gleichgewicht. 

§. 96. 

Wenn von den beiden Kräftepaaren P P', Q Q\ welche 
einander Gleichgewicht halten, die Kräfte des einen Paares nach 
entgegengesetzten Richtungen genommen werden, so hat das 
eine Paar offenbar dieselbe Wirkung wie das andere Paar. 
Man kann also ein Kräftepaar in seiner Ebene beliebig ver- 
setzen d. h. statt des Paares P P' mit der Breite p, an einer 
beliebigen Stelle und nach beliebiger Richtung in der Ebene 
dieses Paares, ein anderes Paar Q Q' mit der Breite q anneh- 
men, wofern dieses 1] eine Drehung in demselben Sinn her- 
vorbringt und 2) das Product Q . q dem P . p gleich ist. — 
Dieser Satz liefert den Grund der Zusammensetzung und Zer- 
legung der Kräftepaare. 

§. 97. 

Statt zweier Kräftepaare in einer Ebene kann maA immer 
ein Paar nachweisen, welches dieselbe Wirkung hat wie jene 
beiden zusammengenommen. 

Es seien PF und Q Q' (Fig. 49) die beiden Paare, deren 
Breiten p und q. Drehen nun beide Paare in demselben Sinn, 
so nehme man statt des Paares Q Q' ein anderes P" P"', und 
zwar P" = P'" = P, welches mit ihm gleiche Wirkung hat, 
in der Ebene so an, dass die eine Kraft P" die entgegenge- 
setzte Richtung der Kraft F des ersten Paares erhält. Es 
heben sich nun F undP" gegen einander auf, und das einzige 
Paar P P'" hat dieselbe Wirkung wie die beiden Paare P F 
und Q Q' zusammengenommen. 

Aus dem Vorstehenden folgt Q ,q = F\p' = Pp wo p' 
die Breite des dritten Paares P" F" bezeichnet. Die Breite 
des Paares P P'" zeigt sicli demnach s= p + p', also ist 
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P(p + p') = P.p + P.p - P.p + Q,g 
oder, wenn R, R als das resultirende Kräflepaar mit der Breite 
r angenommen wird, mithin R,r tsn P [p-\'p) ist, so hat 
man auch 

R,r ^ P.p + Q.q (1) 

Drehen die Paare P P', Q Q' (Fig. 50) in entgegengesetz- 
tem Sinn, so lege man die Kraft P" des Paares P" P"' auf die 
Richtung der Kraft P des ersten Paares. Es heben sich jetzt 
P und P" auf, und es bleibt das Paar P"' P' mit der Breite 
p — p' übrig, welches also gleiche Wirkung mit den beiden 
Paarwi P P\ Q (/ hat. Jetzt ist 

P">-p) = r\p-r'.p' = P.p-Q.q 
oder wenn fi.r = P'"{p — p') gesetzt wird, so zeigt sich auch 

R.r = Pp-Qq (2) 

Man kann also statt zweier Kräftepaare P P\ Q Q' ein 
einziges R R setzen, wofern das Product einer Kraft des re- 
sultirenden Paares in^dessen Breite gleich ist der Summe oder 
der Differenz der ähnlichen Producte für die beiden zusam- 
menzusetzenden Paare, je nachdem diese Paare in demselben 
oder im entgegengesetzten Sinn drehen. — Auch ist es ge- 
stattet unter derselben Bedingung ein Kräftepaar in zwei an- 
dere zu zerlegen. 

S. 98. 
Mehre Kräftepaare in einer Ebene lassen sich ebenfalls zu 
einem einzigen zusammensetzen. 

. Sind nämlich Pj P'i, P2 P'2) ^5 P's "• s. w. die Paare mit 
den Breiten pi p2 Ps u. s. w., so setzen sich die beiden ersten 
zu dem Paare III n\ mit der Breite ni zusammen, so dass 

/7i .nx — PiPi + P2P2 
ist. Das Paar /7i n\ verbindet sich mit Pj P'j zu dem Paare 
n^j n\ mit der Breite 7^2 > wenn 

/72.ir/2 = /7i7li + P3P3 = PiPi + P2P2 + ^5P3 

angenommen wird. Auf gleiche Weise kann man in der Zu- 
sammensetzung bis zu dem letzten Paare fortfahren. Ist R 
eine Kraft des resultirenden Paares und r dessen Breite, so 
hat man 

Ä.r = Pj.pi + P2.P2 + ^5.P5 + etc. 
in welcher Gleichung die Producte PipiU.s.w. der Paare wel- 
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che in dem einen Sinn drehen, positiv und welche im entge- 
gengesetzten Sinn drehen, negativ gesetzt werden müssen. 

Soll unter den Krftflepaaren Pi P'i, P2 P'3U.s.w. Gleich- 
gewicht bestehen, so erkennt man dieses daran dass R.rssO 
wird. Denn nun ist entweder A = 0, oder r=:0. Im. ersten 
Fall ist von selbst klar, dass Gleichgewicht bestehen muss, da 
jede Kraft des resultirenden Paares verschwunden ist; im zwei- 
ten Fall kommen sftmmtliche Kräfte auf zwei gleiche und direct 
entgegengesetzte Kräfte zurück. Die Bedingung des Gleichge- 
wichts unter den Kräßepaaren besteht also darin, dass die al- 
gebraische Summe der Producte einer Kraft jedes Paares in 
dessen Breite = oder in Zeichen ausdrückt, dass 

PiPi + P2P2 + P5P% + etc. = 
ist 

AfoRißpte der Kräfte. 

S. 99. 
Man versteht unter Moment einer Kraft das Product der 
Kraft in eine gerade Linie *), welche nach Umständen auf ver- 
schiedene Weise bestimmt wird. Es giebt Momente in Bezie- 
hung auf einen Punct, eine Linie, eine Ebene, eine Axe, end- 
lich virtuelle Momente und Trägheitsmomente. Hier ist zu- 
nächst von Momenten in Beziehung auf einen Punct, welchen 
man Mittelpunct de-r Moihente zu nennen pflegt, die Rede. 
Diese Momente kommen in Betracht wenn es sich um Kräfte 
handelt, deren Richtungen in derselben Ebene liegen, in wel- 
cher zugleich der Mittelpunct gedacht wird; und man versteht 
darunter das Product einer Kraft in das Perpendikel, 
welches vom Mittelpunct aus auf die Richtung der 
Kraft gefällt ist. Den Mittelpunct der Momente pflegt man 
als Drehpunct anzusehen um welchen das ganze System der 
Angrifllspuncte drehbar ist. Drehen einige Kräfte in einem Sinn, 
andere in entgegengesetztem Sinn, so werden die Momente der 
ersteren Kräfte positiv, die der letzteren negativ in Rechnung 
gebracht. 



*) Es ist wohl kaum nöthig besonders za erinnern, dass hier wie in 
Ihnlichen Fallen nar anbenannte Zahlen verstanden werden, die den 
Eriflcn und Linien proportional sind. 
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$. 100. 

D»a Moment eiaes Kräftepaarcs hat für jeden Mittelpunci 
der Momente in der Ebene des Paares einen unveränderlichen 
Werth und ist gleich dem Product einer Kraft des Paares in 
die Breite desselben. 

Beweis. Der Mittelpunct der Momente kann auf der Rich- 
tung der einen Kraft, zwischen den beiden Richtungen, und 
ausserhalb derselben liegen. 

Im ersten Fall wo A (Fig. 51) der Mittelpunct der Momente 
und AB rechtwinklig gegen die Riehtungen der Kräfte des Paa- 
res liegen soll, ist das Moment von P = 0; das Moment des 
Paares kommt also auf P', AB oder auf P . p zurück wenn die 
Breite AB des Paares = p gesetzt wird. 

Im zweiten Fall sei M der Mittelpunct der Momente. Das 
Moment von P ist ss P. AM \ das von P' ist = F. MB. Da 
beide Kräfte P und P' um M in demselben Sinn drehen, so 
ist die Summe der Momente von P und P' oder das Moment 
des Paares 

= P,AM+P'.MB;s=^P.(AM'^MB)::=::P.AB = P.p 

Im dritten Fall werde üf ' als Mittelpunct der Momente an- 
genommen. Das Moment von P ist = P .M'A\ das von P' 
ist ==: P'.M'Bj folglich das Moment des Paares, da jetzt P^ 
und F im entgegengesetzten Sinn um M' drehen 
= F. M'B^ P.MAz= P(M'B-M'A) == P,ABz=:Pp. 

S. 101, 

Das Moment zweier Paralletkräfte, welche kein Paar bil- 
den ändert sich, wenn der Mittelpunct der Momente rechtwink- 
lig gegen die Richtung der Kräfte versetzt wird. 

Es stehe M'MBA rechtwinklig gegen die Richtung der Pa- 
rallelkräfte P und Q an den Angriffspuncten A und B (Fig. 52 
und 53). Das Moment der Kräfte P und Q gegen M ist IM] 
z=: P .MAzt.Q,MB je nachdem P und Q gleich oder entge- 
gengesetzt gerichtet sind. Dieses Moment kommt dem Moment 
der beiden Paare P P\ Q Q' gleich, und ändert sich nicht 
wenn der Mittelpunct von M nach M* versetzt wird. Um aber 
die beiden hinzugesetzten Kräfte P' und ^ an if aufzuheben, 
müssen noch P und ^ an if nach derselben Richtung in wels- 
cher sie an A und B wirken, hinzugefügt werden. Zu dem 
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Moment [Jf] kommt also noch das Moment von (P ±Q) hinzu, 
um das Moment [If' ] in Beziehung auf den Mittelpunct tf zu 
erhalten. Demnach ist [Jlf'] = [Ä] + (P dz Q) MM\ 

Auf gleiche Weise ändert sich das Moment einer Kraft 
P wenn der Mittelpunct der Momente von M nach M' versetzt 
wird, um P . MM\ 

G. Vom Gleichgewicht der Krfifte beliebiger Richlungen in einer Ebene. 

$. 102. 

Kräfte, deren AngrilTspuncte und Richtungen in einer Ebene 
liegen, lassen sich allgemein auf eine einfache Kraft nebst einem 
Kräftepaare zurückführen, deren Richtungen in dieselbe Ebene 
fallen. Der AngrifTspunct dieser Kraft kann in der Ebene be- 
liebig angenommen werden. 

Es seien Pi, P2 , P3 u. s. w. die in Frage stehenden 
Kräfte, Ai, A<i^ A^ u. s. w. deren Angriffspuncte, und ein 
willkührlicher Punct in der Ebene der Angriffspuncte. In 
(Fig. 54) nehme man die beiden gleichen aber direct entgegen- 
gesetzten Kräfte P^ und Fi an, deren Richtungen der von 
Pi an ili parallel sind. Da sie sich gegen einander aufheben, 
.so wird die Wirkung des in Frage stehenden Systems der Kräfte 
durch sie nicht abgeändert. Nun lässt sich aber P^ an A^ 
mit Pi an zu einem Kräftepaare zusammennehmen. Mithin 
kommt die Wirkung der Kraft P^ an A^ auf die Wirkung der 
parallelen Kraft Pi an nebst der des Paares Pi P\ zu- 
rück. Die eine Kraft dieses Paares Pi ist die gegebene an 
Ay , die andere Pi hat ihren Angriffspunct in 0. 

Auf dieselbe Weise lassen sich die übrigen Kräfte P2 P5 
u. s. w. behandeln, so dass man statt aller gegebener Kräfte 
I) dieselben Kräfte gemäss ihren Richtungen nach versetzt, 
und 2) ein System von Paaren erhält, deren einzelnen Kräfte 
die gegebenen Kräfte an ihren Angriffspuncten und die ihnen 
gleichen entgegengesetzten Kräfte an sind. 

Die Kräfte Pj P2 P3 u. s. w. an setzen sich aber zu 
einer einzigen Kraft R zusammen, und die Wirkung des Sy- 
stems der Kräftepaare kommt auf die eines Paares fß zurück. 
Man kann also statt der gegebenen Kräfte Pi Pg P3 u. s. w. 
die Kraft K am Puncte 0, und das Kräftepaar fß setzen. Die 
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entere sucht den Punet O in eine fortochrdtende Bewegung 
zu versetzen, während das letztere eine Drehung des Systems 
der Angriffspuncte um hervorbringt. Indessen kann nach 
Umständen sowohl R als das Moment von !ß auf Null zurück- 
kommen, in welchem Fall die eben bezeichneten Bewegungen 
nicht, eintreten. 

§. 103. 
Überhaupt lassen sich für R und iß folgende vier Fälle 
unterscheiden. 

1) Es ist sowohl Rj als das Moment von iß gleich Null, 
d. h. die Kräfte Pi P^ P5 u. s. w., an den Punct versetzt, 
heben sich unter einander auf, eben so die Kräftepaare. Die 
Kräfte Pi P% P5 u. s. w. sind also an ihren Angriffspuncten 
unter einander im Gleichgewicht. 

2) Es ist A = 0, dagegen hat das Moment von $ einen 
von Null verschiedenen Werth. Das System der Kräfte Pi P2 
Ps U.S.W. hat jetzt dieselbe Wirkung wie ein Kräftepaar, und 
kann nicht zu einer einzigen Kraft zusammengesetzt werden. 

3] Die Kraft R hat einen von Null verschiedenen Werth, 
dagegen ist das Moment ^ = oder die Kräftqpaare heben 
sicii unter einander auf. In diescar Voraussetzung haben die 
gegebeneii Kräfte Pi P% P^ u.s.w. eine resultirende Kraft JR, 
deren Bichtung durch den Punct geht 

4) Sowohl die Kraft R als auch das Moment von iß hat 
einen von Null verschiedenen Werth. Man kann nun. die eine 
Kraft St der beiden Kräfte St und fi', weldie das Paar iß bil- 
den, mit der Kraft Jt zusammenfallen lassen, wodurch die ge- 
gebenen Kräfte Pi P^ etc. auf die beiden ungleichen Parallel- 
kräfte R-^R und — SC zurückgeführt sind. Diese lassen sich 
aber zu der einzigen Kraft R-\-SL — A' d. h. zu A deren Bich- 
tung nicht durch geht, zusammensetzen. 

Aus dieser Aufzählung ergiebt sich, dass Kräfte deren An- 
griffspuncte und Bichtungen in einer Ebene liegen entweder im 
Gleichgewicht unter einander sein können, oder auf eine ein- 
zige Kraft Rj oder endlich auf ein Kräftepaar !ß zurückkommen. 
* 

S. 104. 
Die vorstehende Betrachtung der Kräfte Pi P^ u. s. w. 
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bezieht sich auf den zwar willk0hrlichen aber töllig bestimm- 
ten Punct der Ebene, in welcher sowohl die Angriffspnncte 
^1 A2 Ai u. s. w. der Kräfte als deren Richtungen liegen. Es 
ist nun wichtig zu erfahren welche Änderungen eintreten wer- 
den, wenn man statt des Puncts (Fig. 55) einen anderen 
Punct Ol derselben Ebene zu Grunde legt. — Zuvörderst ist 
zu bemerken, dass das Moment des Kräftepaares ^ in Bezie- 
hung auf den Punct 0, welches M heissen mag ($. 100) durch 
den Übergang nach Oi nicht geändert wird. Dagegen kann die 
Kraft R von nach Oi nicht versetzt werden ohne dass ein 
neues Paar aufträte, dessen eine Kraft JR an 0, die andere K 
an 0] ist. Das Moment dieses neuen Paares A . r, wo r die 
Breite OQ des Paares R K bezeichnet, muss dem Moment M 
des Paares ^ hinzugesetzt werden, um das Moment ilf' des 
Kräftepaares zu erhalten, welches man gefunden haben wtirde 
wenn gleich zu Anfang der Punct Oi statt des Punct^i O an- 
genommen wäre. 

In Beziehung auf den Punct Oi findet man also 1) dieselbe 
Kraft R nach- derselben Richtung wie fär den Punct 0, aber 
2) em anderes Moment der Kräflepaare, näqulich 

r =r Ä :t: Ä.r. 
Dieses Jf' ist ttur dann ä= If, wen» entweder il = ist, oder 
wenn r = wird d. h. der Pünct Oi anif der Richtong der 
Kraft JR in 0, angenommen ist. 

$. 105. 
Aus der Aufzählung im $• 103 ergid)t sich, dass unter 
den Kräften Pi P^ P5 u. s. Mr. nur dann Oleichgewicht in Be- 
ziehung auf den Punct beistehen kann d. h. dass weder der 
Punct O in eine fortschreitende Bewegung , noch das System 
der Angriffspuncte Ai 2*2 «sw. um den Punct in eine dre- 
hende Bewegung gerathen wird, wenn 1) ArrO und 2) JfsO 
ist. Nun aber zeigt sich, dass wenn diesen beiden Bedingun- 
gen entsprochen ist, auch in Beziehung auf einen anderen 
Punct Ol das Moment *' = * tt: Ar = werde. Es folgt 
hieraus dass die beiden Bedingungen A = und ilf =s nicht 
allein fiir das Gleichgewicht in Beziehung auf deif Punct 0, 
sondern auch in Beziehung auf jeden anderen Punct Oj der 
Ebene der Kräfle genügen. 
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Um hiernach die allgemeifien Bedtfifungen des Gleichge- 
wichts unter Krftflüto^ deren Angriffspiincte und Richtungen in 
einer Ebene liegen aufzustellen, lege man durch einen belie- 
bigen Punct O dieser Ebene zwei rechtwinklige Coordinaten- 
axen OX und OY, und bezeichne die Winkel zwischen den 
Richtungen der Kräfte Pi Pj P^ u. s. w. und der Linie OX 
durch «1 »2 »5 u. s. w. so muss, damit A i= werde nach $. 83 

1) Pi cos «1 -|- P2 cos tt2 f P3 cos «s + etc. nr 

2) Pi sin «2 + P2 sin «2 + P3 sin «5 -f- etc. = 
gefunden werden. 

Man fälle femer von aus auf die Richtungen der gege- 
benen Kräfte Pi P2 P3 u. s. w. die Perpendikel pi p2 p^ u. s. w., 
so wird (§§. 98 u. 99) das Moment des Kräftepaares ^ wel- 
ches durch M bezeichnet ist 

M = PiPj + P2P2 + P5P5 + etc. 
Der zweiten Bedingung des Gleichgewichts, nämlich iV = 
wird also entsprochen wenn 

3) PiPi + P2P2 + P5P5 + etc. = 
ist. 

Diese Gleichungen 1) 2) 3) müssen bestehen wenn unter 
den Kräften Pi P2 P5 u. s. w. Gleichgewicht sein soll; auch 
finden sie von selbst Statt wenn die Kräfte im Gleichgewicht 
sind. 

Es 18 noch zu bemerken, dass (nach Nr. 3 $. 103) die 
Gleichung M = #der die rerstehende Gleichung 3) anzeigt, 
d«ss die gegebenen Kräfte Pi P^ P$ u.».w. auf eine einzige 
Kraft R zwOckkommen, deren Richtung durch den Punct geht 

S. 106. 

Findet unter den Kräften Pi P^ u. s. w. kein Gleichge- 
wicht Statt, so kommen sie wie oben gezeigt worden entwe- 
der auf ein Kriftepaar oder auf eine einzige Kraft zurück. 

Damit die gegebenen Kräfte gleiche Wirkung mit einem 
Paare haben, nmss A = sein, also muss den Gleichungen 

Pl cos lej + P3 cos «2 + P% COS irj -f etC = 

Pi An «1 + Pjj sin m2 + Pg sinas + etc. sc 
entsprochen sein. 

Das Moment des Kräftepaares M aber ist 
M = Pipx + P%P2 + iPsPs + etc. 
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Dieses bleibt unverändert welchen Mittelpunct der Momente 
man dabei in der Ebene angenommen haben möge. Es ist 
also gestattet, von einem wiUkührlichen Puncte der Ebene die 
Perpendikel pi p2 ps u. s. w. auf die Richtungen der einzelnen 
Kräfte zu fällen und in die vorstehende Gleichung einzuführen. 

§. 107. 
Haben die gegebenen Kräfte gleiche Wirkung mit einer 
einzigen Kraft ü, so wollen wir unterscheiden ob die Richtung 
derselben durch den Punct gehe, oder ob das Gegentheil 
Statt finde. 

1) Geht die Richtung der Kraft R durch den Punct so 
giebt sich dieses dadurch zu erkennen, dass if = oder dass 

PiPi + P2P2 + P5P5 + etc. = 
ist, wo pi P2 u. s. w. die Perpendikel vorstellen, welche von O 
aus auf die Richtungen der Kräfte gefällt sind. 

Zur Bestimmung von R sowie des Winkels o, den die 
Richtung von R mit der Linie ÄX einschliesst, auf welche die 
Winkel ui «2 05 u. s. w. bezogen sind, setze man 

X = jPj cos ai + P2 cos «2 + P5 cos «5 + etc. 
Y = Pi sin o] + P2 sin «2 + P5 s»» «5 + etc. 

Y 

so wird (nach $. 82) tang « r= -- und 



R = yT^'+Y^ = 



X 

Y 
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2) Geht die Richtung der Kraft it nebett dem Puncte iu 
dem Abstände = r vorbei, so ist das Drehungsmoment. (nach 
§. 104) um Rr grösser als in dem Fall wo die Richtung von 
R durch ging. Da aber für diesen Fall If == war, so ist 
das Drehungsmoment s=: jR . r und man hat 

Rrt= Pip^ + P2P2 + P5PS + etc. 
aus weicher Gleichung r gefunden werden kann, da jB nach 
den unter Nr. 1 so eben aufgeführten Formeln berechnet wird. 

Dieselben Bestimmungen ergeben sich auch aus der Be- 
merkung, dass wenn man nach entgegengesetzter Richtung der 
Kraft R die Kraft — R hinzusetzt, unter den Kräften — Ä, Pi, 
P2 u. s. w. Gleichgewicht bestehen muss. Man hat also 

— Ä . cos a + X = 

— Ä. sin« + I" == 
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- Jl.r + Pift -f- P2P2 + Psihi 4- etc. = 0, 
aus welchen Gleichungen die yorhm angfegebenen Formeln t» 
a R und r folgen. 

$. 108. 
ktder Punot so hergestellt^ dass das System der An- 
griffispnncte um ihn drehbar ist, er selbst aber nicht verscho« 
ben werden kann, wie wenn z. B. durch O eine rechtwUlig 
auf der Ebene der Kräfte stehende Drehaxe ginge: so erleidet 
(hese Drehaxe einen Druck, welcher durch R bezeichnet wird, 
und dessen Richtung der Wiid^el a andeutet. Im Fall die gew 
gebenen Kräfte. auf ein Kräftepaar zurückkommen, ist dieser 
Druck gegen die Drehaxe gleich Null. Dagegen wird offenbar 
keine Drehung um eintreten, sondern die ganze Wirkung der 
Kräfte auf einen Druck gegen zurückkovmien, wenn sich 
diese zu einer einzigen Kraft R vereinigen., deren Richtung 
durch O geht 

S. 109. 
Die HomentengleichttBg Jf=: P^pi f P2P2+ /^sPs +etc. 
nimmt eine andere Gestalt an, i^enn statt der Perpendikel pi 
p2 ps u. s. w. welche von dem Puncto auf die Ricbtttug^n 
der Kräfte gefällt sind, die Coordinaten der Angrifibpuncte der 
Kräfte eingefiäirt werden. 

Durch den Punct O seien (Fig. &6) die reditwinklig^ Co- 
ordinatenaxen OX, OY gekgt, für weldie OBtsrnti] BAiz=:yi^ 
die Coordinaten d^ Angriffspunets Ai der Kraft Pi werden, 
deren Richtung mit der m Axe den Winkel AiFX = ui ein** 
schliesst Von O und B seien die Perpendikel OB jmd BC 
auf FAi gefiOlt, und OD rechtwinklig gegen BC gezogen. Das 
Perpendikel OE = pi ist = CD = BC — BD] man hat aiser 

Pi = yi cos «1 — Xi sin ui ; 
auf gleiche Weise erhill. mm für. die anderen Kräfte, deren 
Richtungen die Winkel 02 crs u. s. w. mit OX einschliessen, 
und deren Angriffspuncte den Coordinaten X2 ^27 ^3 Pi u. s. w. 
entsprechen, die Ausdrücke 

P2 ^= 92 COBU2 — % sin«t2 
P5 = ^5 cos «5 — xs sin «5 
u. s. w. 

Vlrieli. Ltlirb. d. ilcdi. iQ 
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Werden diefle AasAtIdte in di^r Obigen Mamenttengleicbung 
asbstikttri) sa mmnii sie di^ iSestalt 
Jf = Pi (yi COS «1 — Xi sin oi) -f- P2 (^2 cos 02 **-* «ö fei« «a) + 
P5 (yj cos 05 — a?3 sin 03) + etc. 
an. 

Mtli laaui (emtr 4ie gegebenen ICräfte an ihren Angriffs- 
pwicien nftöh den Richtungen der Ckiordinfttenaxen zerlegen, 
wodnreh man statt Pi die beiden Componenten Xi :i=PiCOSai^ 
Fl = Fl sin ai ; statt P^ die Componenten X2 ^= P^ cos tt2y 1^2 ^=^ 
P^ sin »2 u>. s. w. erhält Die Momenteilgleichung vent andell 
sieb durch diese Substitutionen in 

Jf «=3X1 yi +X2jf2 + ^3^5 + ... — Tio?! -- 730:2 — y»^ --^ etc. 
Führt man dieselben Substitutionen auch in! den Gleichungen 
des f. 107 aus^ so erhält mm 

X 3= Xi 4* ^2 + ^ -h elc und 
. r = Fi + F2 + 1^5 4-. etc. 
Die Bedingungen des Gleichgewichts unter den gegiebenen Kräf- 
ten, welche $. 105 unter 1) 2) 3) aufgezeichnet sind, lassen 
sich nun in der Form 

Ji + X2 + Xsi 4- etc. dttO (1) 

Yi + Yt + F-, 4- etc. äO (2) 

Xiyi'^X2y2^Xiyg^..s^Yia>i'-^¥tX2'-^Y9Xsi--...fs=0 (3) 
wiedergeholt 

Zerlegt man also die gegebenen Kräfte Pi Pg P^ u. s. w. 
an Hipeii Attgrifibponoien nach den Biehtungen der beiden durch 
gehetiden Coefiliiiaienaxen , so nross litt Fäll^ des Gleiohge«* 
wiohts 1] die algebralscbe Sttnune der Gomponenten nach der. 
ffichtung der x Axe, 2) dfe Summe der Componenten. nach der 
Richtung d^r g Axe, 3) die Summe der Momente Sämmtlicher 
Cotiponenten gteiÄh Null s^iA, WiObei . als • Milielpunct der 
Momente gedacht ist. 

D. Gleicbgewidit der PafaOslkriftft. 

«• WO- 

Für Parallelkräfte in einer EbeM gelten natürlich ^esel- 

ben allgemeinen Bedingungen der Zusammensetzung und des 

Gleichgewichts wie für Kräfte mit J)eliebig«n |lichtungen , nur 

gestalten sie sich etwas einfacher. Sind nämliohjdie Richtun- 
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gen d«r Krrtke nnUir äintiifer pariilM, so sind die Winket «i 
02 u. s. w. entweder einatider gkleh; od^ sie utiterseheideri 
sich um 180 Grade. Man. kann alUo die Summe der Compo- 
nenten der B^äfte nach der Riihttng d^ ^ und. y Axe 
X il: (Pi + P| + A +..••.') «OS IV 
r = [Pi f P^ + i's + . . .) sin-rt.. ■ ■' •• . 
B^ttm, wofern num die Krifte^ weiche nach entgegtfngesitzten 
Riohtungfen wirkim, durch die Vorzeieb^n ^ urid ^- ton eln^ 
ander unierseheickel. Aüeh vevwMiöell sich die Momenten^leil^ 
ebnng Ui 
M ±3 {PiPt -fP2!rte+--) C0Sie-^{Pi<ri-4^P^fl^-4-.;,)äiiikrt; . 
Sollen die: Kräfte a«f ein Paar liurttdkkoiiiüen.^ iSionulisri 
X at ttüd F Sit feAinderi werden: di h* es niilss< 

<Pi + P^ ^i's -h. . . = ' 

sein, und das Homenl des Paares wird durch; if vorgeslettt. 

Sollen die Kräfto auf eine einauge Kkfaft R svrückkomme% 
deren Ricbtung durdi den Anfangspunet ddr Coordinaldn Q 
geht, so miwri Ä =13 sein, und man hat K ctr v^X« ^ Y^ 
oder Ä =i Pi ^- Pa + P5 4- * . . 
Der Bedingung V at= wird dsrch eine eigenthttmüche 'Rkb^ 
tnng dbr P^ralleflträfte entsfMrochc^, deren Winkel » mit dof 

X Axt -attS' • ....'■ : «'..' .• . .• .'1 •. ■ . • 

lang « = ^lyi + ^2y2 4t i^^Ks + >-» ,:. . 
Pj a?i 4- P2a?2 + Ps^s + • • • 
bestimmt wird. Soll aber Bäi- ject^r beliebigen Richtung der 
PaireHdkrttfll^ die ftiobtung! der restthitonden Krirft duN^h 
gehen, naivst iiöthig dnss.iden. büdmGi^dfungen 

' P\9i-^ Pi»^ > Pjj^ 4- . . . « 0- 

.Pi4#i 4+' Pifci*«^' P«i«5 4"- 1' • -00 0" •'.'-• - 
entsprochen werde. . . 

W«nn iftttlel' die« PnralteHffdften fileiehgewiclkt be(itäi0i|>oll, 
so muss X=:0, FztsO und MsmO wän* Denintäb muss mhn 

'/^^ 4» P-2;'.4-- P3 . -i .-• =: iiiad . 
(PiPi'^H^m^P^yti^*^') CO» ö t*^ (PiJ5i4*PÄa!ö+P$<b34^'*^)«n flBtt»fO 
finden. Der' lallten GäcdcMng kann durch «ane iMfenthiMlehB 
Richtung, der Kräfte etttspr^cheri weriten, xteren Winkel a mit 
der m Ate wie. oben, durch ' 

' ^"^ ~ PiaJa + '^«a + f5% + 

10* 
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besttmiot wird. Soll aber bei jeder Ridilung der Parallel- 
lirttfte Gleichgewicbl Statt finden , so muss 

l)Pi 4-/^2 + P5 + . • =0 

und 3) PiXi -f P^Xz -f ^50?$ -J- . . . r= 

gefunden werden. 

Es erscheinen in den vorstehenden Gleichungen Producie 
der Kräfte in Linien, also Momente der Kräfte; indessen sind 
die Linien hier ilicht von einem gemeinsamen Mittaipnnote aus, 
sondern von den einzelnen Angriffspuncten der Kräfte nach 
den bißiden Coordinatenaxen rechtwinklig gezogen* Bei Paral- 
lolkräften werd^i daher sogenannte Momente in Beziehung 
auf eine Linie gebraucht, indem man darunter das Product 
einer Kraft in das Perpendikel versteht, welches von dem 
Angriffs puncte derselben auf jene Linie gefUU ist. Dieses 
Moment ist von der Richtung der Kraft ganz unabhängig. Soll 
nun Gleichgewicht unter beMebig gerichtelen ParaUedfarttften bei- 
stehen, so luuss, den vorigen Gleichungen ziColge, die alge- 
braische Summe der Kräfte und die Summe dor Momente der- 
selben in Bieziehung auf die Absciasenaxie und auf die Ordina- 
teliase jede ftir sich gleich Null sein. Die Vorzeichen der 
Momente ergeben sich aus denen der Kräfte und der Coordi*> 
naten ihrer Angriffspuiicta 

«, 111. 

Wenn die Parallelkräfte auf eine eüiaige Kraft R zurück- 
kommen, deren Angriffspunct durch die Codrdinaten x y be« 
stimmt wird , so muss — A an demselben Angriffspuncte mit 
den gegebenen Kräften im Gleichgewicht ^in. Man hat also 

- Ä + Pi + Pa + P5 + . . . = und 
(^Bg^Pi9i+P^2+.J) costt'— (~JlajrfPia?i+P2«2+-.) «iiio=0 
oder — %.€0Sa + Ar.sina + Jf=^0. 

Aus der ersten Gleichung findet man A; die zweite Glei- 
diung gehört der geraden Linie an, deren jeder Punct als An^ 
griffspunct von R angenommen werden kann. Sie hat die Kiek-* 
tung der ParaUelkrifte, denn sie scklißsst mit der w Axe den- 
selben Winkel o wie sie ein. Ändert sich die Richtung dar 
Kräfte, so ändert sich auch die gerade Linie, auf welcher der 
AngriiTspunct von R anzunehmefi ist. Nur wenn die einge- 
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M»mmerten Factoren der zweiten Gleichungr jeder für sich := 
sind^ hat die Richtung der Kräfte keinen Einfiuss auf die Lage 
des Angriffspuncts der resultirenden Kraft R, welcher also aus 
den Gleichungen 

Ry = Pi9i + P2y2 + . . . 

und Rx = PiXi + P2X2 + . . . 
bestimmt wird. Dieser Angriffspunct wird Mittelpunct' der 
Parallelkräfte genannt. Die Coordinaten x und g desselben 
ergeben sich 

~ Pi +P2 +P5 + . • • 
PiVi + P292 + P595 + ' ' ' 

^^Pi +P2 +P5 
d.h. der Abstand des Mittelpuncts der Parallelkräfte 
von einer Linie wird bei jeder Richtung der "Kräfte gefunden, 
wenn man die Summe der Producte der einzelnen 
Kräfte in die Abstände ihrer Angriffspuncte von 
jener Linie durch die Summe der Kräfte dividirt. 
Sind die Kräft;e P^ P2, P5 u. s. w. alle einander gleich, de- 
ren Anzahl = n sein mag , so wird 

_ a?i + X 2 + . . . + «" 

X z=: ■ 

n 

« _ yi + y2 + » > + y^ 

Der Absland des Mittelpuncts der gleichen Parallelkräfte von 
einer geraden tiinie in der Ebene derselben ist also gleich 
dem arithmetischen Mittel der Abstände aller Angriffspuncte von 
dieser Linie. 

E. Portdauerades Qnd aagenblickliches (sicheres und unsicheres) 
Gleichgewicht. 

S. 112. 
Der Mittelpunct der Parallelkräfle hat offenbar die Eigen- 
schaft, dass wenn die Kräfte bei irgend einer Richtung um 
ihn im Gleichgewicht sind, sie auch im Gleichgewicht bleiben, 
wenn bei unveränderter Lage der Angriffspuncte die Richtung 
der Kräfte geändert wird, oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
bei unveränderter Richtung der Kräfte, das System der An- 



IM 

griiTspuncte eine Drehung erleidet. Man kann fragen, ob ein 
aolf^ker Mittelpunkt aueh bei Kräften, deren Rkhtangea niobt 
paraUe) unter einander sind, jedoch in €Ueselbe Ebene falleii, 
nachgewiesen werden könne. Dass dieser Mittelpunot ein %n** 
derer sei als bei Parallelkräflen , davon kann man aich schon 
bei zwei Kräften überzeugen. Ist nämlich R (Fig. $7), die wis 
de» beiden ParaUelkrAften F, Q resultirende Kraft, so ist der 
Punct auf der geraden; Linie AB zwischen deren Angriffs-^ 
puncten, der Mittelpunct der Parallelkräfte, wenn OAiOBmaQiP 
vorausgesetzt wird. Bei zwei Kräfteii, deren Richtungen nicht 
parallel sind, kann aber der Mittelpunct nicht auf der geraden 
Linie AB sein. Denn ist U die zuaammengesetzte Kraft von 
P und Q, deren Richtungen in C ^nsammentreffen (Fig. 58), 
und nimmt man A, By D als die Angriffspuncte dieser Kräfte 
an, so hat man wenn ACD = o, DCB = ff gesetzt wird, 
AD _ sin« DC sinB 
DC ~ sini' DB "^ sin/J' 

f 1 li h "ll? — giP<y . sing 

^^^ DB ~ sin/? sinA 

Die Kraft R' am Puncto D, von gleicher /Grösse wie ß, aber 
entgegengesetzt gerichtet, ist also mit P und im Gleich- 
gewicht. 

Dreht man nun die Linie ADB der Angriffspuncte der 
Kräfte P R Q, ohne die Richtung der Kräfte zu ändern, so wird 
die Linie ADB in der neuen Lage ÄD'B' (Fig. 58) von der 
Richtung der resultirenden Kraft R in D' geschnitten , und 
man hat 

A'D' sin a sin ff 
FB' ~ sin7 sinlT' 
woraus sich ergiebt, dass D' ein anderer Punct als D ist, also 
die resultirende Kraft R nicht mehr mit der Kraft R an D im 
Gleichgewicht sein kann; beide Kräfte R und R vielmehr zu 
einem Paare zusammentreten. Es kann also der Punct D nicht 
der Mittelpunct der Kräfte jP und Q sein, weil sonst nach je- 
der Drehung der Linie AB die Kräfte P an-il, an £, und 
jB' an D unter einander im Gleichgewicht sein mttssten. 

$. 113, 
Der Mittelpunkt der nicht parsdlelen Kräfte P Q liegt im 
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Dürchsdhmttspiiikcte Q der RidHung von Jl mit dem um A, B 
und C gelegten Kreise (Fig. 59). Denn 'vTird dag Dreieok AB€ 
zwisciieh den Richtungen OA^ CB indie Lage ii'A'O' gebracht, 
so bleibt der Punct 0' auf der: Riebtukig von R. Da nftnilidi 
0' + C=.0 + Osh 1800 irt^ go i^ggi sich um die vier 
Puncte Ä^ ü^ B'y ^ ein Kreis beschreiben, iind:^w«r voii 
demselben Radius wie des um A, M, 0, C beschriebetiefn Krei«^ 
ses, da dasselbe Dreieck ÄBfO' ^i; ABO umscbrieben ist; also 
ist Sg.il'CO =s SB.il'fiO' = SB.-AäO te3 Sft.ilCO d.h. die 
Lii^n CO' und CO falten zusammen, oder die Pnncte O' und 
liegen auf der Riehtung der reaullirenden Kraft R. Eine an 
naeh entgegengesetzter Richtui^ von B angebradite Kraft 
fi' S37 Jl ist also in jeder Lage des Systems der Angriffspunote 
Af By Oy die durch Drehung in der. eignen Ebene hervorg^H. 
bradU Werdern kann, mit den Kräften I* uod Q im Gleichge«^ 
wicht) d. b. derPunot O ist der Mittelpunct der niekl ^iillelen 
Kr^e P \mi Q. 

Man kann naeh derselben Gosstruetion dea Mitlelyaniet 
auch flir mehr.sls «wd Kräfte findei, weMi man äin evsttfür 
die bi^ideii ersten gegebenan Kräfte slichi, und »der Mittdkraft 
dcorsdhto diesen Mittelpunot zum Afign^iffspuniOte giebti Daitu 
den Miltelpunot für diese Mittelkraft und die di^te gegebene 
Kraft aufsuoht, und in demselben MaasHe bis ztf der > leisten ge«r 
gebeneaKitaft die CDnutruetion fortsetet Der letzte g^fuhdenfe 
Mittelpttnot ist utergafordarieltlitielpunm dller giegebdneAKrälläi 

Um im Allgemeinen die Bedingungen für das auch nach 
einer Drehung des Systems der jAffgrüTspuifcte fortdauernde 
Gleichgewicht unter nicht parallelen Kräften aufzufinden, Inögeit 
^ Fl, JCj} y^, u»s.w. die nach zwei' rechtwinkligen Coordina- 
tenaxen IX' und iT' (Figi 60): gerichteten Componenten der 
gagebenen Krifte JPi ^2 u. s. w» bezeichnen, deren Angriffs^ 
puncte Ai A2 u. s.w. durch die Coordinaten xi yiy iro jfgU^s.*^. 
bestimmt sifid. Besteht Qleichgewicbt, sq ist deu QJeichungen 
des 8. 109 

2{X) = 0, S{Y) zz; 0, S(rx^X9) = 
entsprochen, in denen das zur Abkürzung eingeführte Summa«« 
(iODSi^e&ebea £ die iilgebraiacto Summe dier auf alle Krftftesick 
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begehenden Grüssett fordert, die dem hinter dem Zeichen ste* 
henden Ausdruck zukommen. 

Wenn nun das System der Angriffspuncte nm eine Axe 
gedreht wird, die auf der Ebene der Kräfte rechtwinklig steht, 
80 ändern sich die Coordinaten der Angriffspuncte in Bezie^ 
hung auf die beiden ursprünglich angenommenen Coordinaten- 
axen fX' und /T. Damit diese Änderung der Coordinaten 
nachgewiesen werden könne, stellt man sich ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem /X, lY (Fig. 60) vor, welches gegen das 
System der Angriffspuncte in unveränderlicher Lage bleibt, also 
derselben Drehung wie die Angriffspuncte unterworfen ist. In 
der anfänglichen Lage soll IX mit I'X', und lY mit fY' zu- 
sammenfallen. Die Coordinaten eines Angriffspuncts Ä war^ 
also zu der Zeit x :=z W und y = DA, Durch die Drehung 
sind aber die Angriffspuncte und die mit ihnen verbundenen 
Coordinatenaxen /X, lY so in der Ebene versetzt, dass die 
Abscissenaxe aus der Lage TX' in die Lage /X, und die Or-- 
dinatenaxe aus TF in die Lage lY gekommen ist. Die Co- 
ordinaten X y gegen die beweglichen Axen /X, lY sind dabei 
unverändert geblieben, aber die Coordinaten des Angriffspuncts 
A gegen die ursprüngliche Lage der Axen TX\ VT sind jetzt 
rc :=: X und CA c= y geworden. Diese neuen Coordinaten 
x' y lassen sich aus den anfänglichen Coordinaten x y des 
Angriffspuncts ii, aus dem Drehungswinkel ;[, welchen /X mit 
rX einschliesst, und den Linien FB = a, BI ss b, welche 
von der gleichzeitigen Verschiebung des Anfangspuncts f nach 
/ abhängen, nach den Formeln 

X sn a + o; . cos A — y . sin A 

y = * -f- a? sin A + y cos A 
berechnen. 

Soll unter den gegebenen Kräften, deren Richtungen un- 
verändert gedacht werden, auch nach der Drehung des Sy- 
stems der Angriffspuncte, Gleichgewicht bestehen, so muss 
den Gleichungen 

r(X) = 0, S(Y) = 0, S{Yx — Xy) = 
entsprochen sein. Die beiden ersten finden nach der Annahme, 
dass in der ursprünglichen Lage des Systems der Angriffs- 
puncte Gleichgewicht sein sollte, von selbst Statt. Die dritte 
Gleichung führt zu einer eigenthümlichen Bedingung unter den 
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Kräften nad den Coordinaten der Angrffiispuncte in der anfängt 
Uchen Lage. Denn man findet, wenn für x and y ihre Wer- 
the subatituirt werden 

-^{ya?'— Xy )=:aZ(y)— 6^(JK)+cosA J{ya?— Xy}— ain;.2:{yy+ Xx) (1) 
Da die drei ersten Glieder des zweiten Satzes dieser Gleichung 
wegen des Gleichgewichts in der anfänglichen Lage des Sy- 
stems der Angriffspuncte verschwinden, so wird der erste Satz 
= d. h. es besteht auch nach einer Drehung des Systems 
der Angriffspuncte Gleichgewicht unter den Kräften, deren Rich- 
tungen unverändert geblieben sind, wenn unter den Kräften und 
den Coordinaten der Angriffspuncte in der anfänglichen Lage 
der Gleichung 

2:(r.y + X.a:) = (2) 

entsprochen ist. 

$. 115. 
Zur Erläuterung diene das schon oben benutzte Beispiel 
dreier Kräfte P, 0, K mit den Angriffspuncten -4, B, (Fig. 61). 
Wir nehmen A zum Anfangsptmcte, ilfiX als Abscissenaxe, AY 
als Ordinatenaxe, and setzen demnach 

die Coordinaten von A\ o^i = yj = 
von B a?2 = II ya = 
von a% = p yj = gr 
wo ilfi = a, ilD s=s p, hO = q angenommen ist 

Damit in der vorstehenden Lage Gleichgewicht Statt finde, 
mass 

1) -2(X) = f cos yi + ip cos;^2 + Ä' cosy^ = 

2) j: (y) = P sm yi + iP sin n + *' «^ ^5 = 

3) J?(ya; — Xy)s=ra. 08in;/2+pA'8in;'5 — ^iT eos;/5 = 
sein; und damit nach einer Drehung des Systems der Angriffs* 
puncte das Gleichgewicht fortbestehe, muss man ausserdem 

4) 2:(Fy+Xa?) = aöcos;'2 + PÄ cos;/5 + JÄ' sin ;^5 = 
finden. In diesen Gleichungen stellen y^ y^, ^s die Winkel 
vor, welche die Richtungen der Kräfte mit der Abscissenrich-» 
tung ABX einschliessen. Diese Winkel sind rechts herum von 
0^ bis 360^ gezählt, so dass y^ den überstumpfen Winkel s= 
1800-f Ä£O = 180o+6 bezeichnet, wo BEO = € gesetzt ist. 

Aus den beiden Gleichungen 3) und 4) ergeben sich die 
Coordinaten des Angriffspuncts der Kraft K in der Art^ dass 
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die Kräfte P m A, Q m B und K an O auch nach jeder 
Drehung dieses Systems der drei Angrifl^puncte um «Ine ge- 
gen die Ebene ABO rechtwinklige Axe im Gleichgewicht unter 
einander bleiben. Diese Coordinaten von sind 
^0 r aO 

P = — -^ cos 0/5 — ;.c,) = — cos [f. — ^-2), 

«0 . ; aO 

aus ihnen folgt tang BAO =r ^ *« tangl« — /»), 

P 
mithin ist BÄO = e — y2 = OEB — EBC == OCß, 
d. h. die vier Puncto Aj Oj By C müssen auf dem Umfange 
eines Kreises liegen, wie bereits oben gefunden ist. 

$. 116. 

Ist bei anfänglichem Gleichgewicht der Kräfte Pi Pg ^3 
u. s.w. der Gleichung (2) (§. 114) nicht entsprochen, zeigt sich 
vielmehr 

£(Y.9 + X.x)^f, ' (1) 

so hat man nach einer Drehung des Systenui der An^riffbpttnote 
um eine Axe, die rechtwinklig auf ddr Ebene der Kräfte steht, 
wenn die Grösse der Prehung durch 2 JiMeichnet wird, nach 
(1] ($. 114) das Drehungsnfoment der Kräfte 

2 (Yw ^ Xp) = — /• sin ;.. (2) 

DeAii wegen des anftnglielien Gleichgewichts iat £'(X) p= 0, 
2" (y) = und £(Yx — Xy) = 0. Es findet also nach diet. 
ser Drehung um den Winkel X k^in Gleichgewicht nv^hr Statt, 
sondern die Wirieung der I^räfle bommt deir einee £riftepaares 
vom Momest m: — f siaX. gleich { öder das «nltogliche Gleich- 
gewicht ist nur ein augenbliokli^hea oder vorfiberge- 
hendes. 

Um unterscheiden zu können, in welchem Sinne dieses 
Kräftepaar dreht, ist zu berücksichtigen, dass das positive 
Moment Yx — Xy' der Drehung von der Unken sur Rechten 
entspricht, welche die Richtung I'X' (Fig. 60) durch einen Qua*« 
dranten in die Richtung / F führt, und dass die entgegenge^ 
setzte Drehung angezeigt ist, wenn Jenes Moment negativ wird. 

Ist nun, bei positivem /*, der Winkel A positiv, sa wird 
das Dloment (2) negativ; ist aber JL negativ, so wird des Ito«- 
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ment posäiv; das Kfäflepsfar sucht also in beiden Füllen das 
System der Angriffspanele in d6ss6ii «rsprüngliche Lage wie** 
der zurückzuführen. lat hingegen bei negativem f der Winkel 
X positiv, «0 wurd das Moment (2) positiv; und ist A negativ, 
so wffd das Moment negativ, tn diesen beiden Fällen sucht 
alao das Krftftepaar die durch den Winkel X begonnene Dre- 
hung weiter fortzusetzen, mithin das System der Angriffspunote 
noch weit^ von seiner ursprünglichen Lage zu entfernen. Des- 
halb wird im ersten Fall, wo f positiv war, das anfiängliche 
Gleichgewicht ein sicheres oder stabiles; im zweiten hin- 
gegen, wo f negativ war, ein unsicheres oder labiles ge- 
nannt. 

Ist die Drehung bis X ^=- 90^ fortgeschritten, so hat dcis 
Moment (2] seinen grössten Wer^h; es vermindert sioh bei fort«* 
gesetzter Drehung und wird für A «^ 180^ wieder Null, zeigt 
also auch in dieser Lage dea Systems der AngriSspunote Gleich«« 
gewicht an, welches aber ein labiles oder ein stabiles ist, je 
nachdem das Gleichgewicht in der anßinglicheu Lage, für A t» 0, 
ein stabiles oder ein labiles war. Für A = 270^ ist das Mo- 
ment (2) wieder ein Maximum. 

Während einer vollen Umdrehung des Systems der An- 
griffapunote um dine Axe, welche auf der Ebene der Kralle 
normal steht, hat mait hiernaeh zwei Lagen 4es Glelcfagewibhts, 
die um 180^ auseinander liegen, die eine des stabilen, die an«« 
dere dea labilen Gleichgewichte, und zwei Lagen der grössten 
Drehungsmomente, die von denen des Gleiehgewichts um 9W 
abweichen. Beide Drehungsmomente ^suohen das System der 
Angriffspuncte in die stabile Lage des Gleichgewichts zu bringen: 

§. 117. 
Will man die g^ebenen Kräfte, für deren anfängliches 
Gleichgewicht 2r^ (y . ^ + X.a?] sm /* gefunden wird, in den Zu- 
stand des fortdauernden Gleichgewichts versetaen, so reicht es 
hin, ihnen noch zwei gleiche einander dire(?t entgegengesetzte 
Kräfte an zwei beliebigen Angriffepuncten in der Ebene der 

Kräfte hinzuzufügen, deren Grösse durch --- vorgestellt wird, 

wo b den Abstand dieser beiden AngrüTspuncte von einander 
bezeichnet. Jedoch müssen diese Kri^fte so gerichtet sein, 
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dass nach einer Drehung des Systems der Angriffspuncte um 
den Winkel )^ aus ihnen ein Paar hervortritt, welches im ent- 
gegengesetzten Sinn desjenigen Kröftepaars dreht, das der Wir- 
kung der gegebenen KrSfte entspricht. Wenn also die gege- 
benen Kräfte im anfllnglichen Gleichgewicht auf die beiden 
gleichen und entgegengesetzten Kräfte A an i4 und B (Fig. 62] 
zurückkommen, ftlr welche -T (Yy + Xx) = f ist, und welche 
die Puncte A und B von einander zu entfernen suchen, so 
muss man an den Endpuncten der willkührlich in der JSbene 
zu wählenden Linie CD == ft zwei gleiche und entgegengesetzte 

f 
Kräfte Q = -~ in den Richtungen anbringen, dass diese ihre 

Angriffspuncte C und Z> einander zu nähern streben. Denn 
in dieser Voraussetzung wird nach einer Drehung des ganzen 
Systems der Angriffspuncte (Fig. 68) das Paar Q Q im entge- 
gengesetzten Sinn des Paares R R drehen, und da die Mo- 
mente beider Paare eihander gleich sind, das Gleichgewicht 
nicht gestört sein. 

s. iia 

Das Ergebniss der vorstehenden Betrachtung stellt sich 
auch heraus wenn man nicht von der Lage des Gleichgewichts, 
sondern von der Lage des Systems der Angriffispuncte aui^eht, 
in welcher die gegebenen Kräfte gleiche Wirkung mit einem 
Kräftepaar haben. In dieser Annahme zeigt sich 2 (JE) = 0, 
£(Y) z=z 0, dagegen ist 

2 [Yx — X») = M (1) 

von Null verschieden. Ausserdem sei 

2 (Yy + Xx)=f (2) 

welche Summe auch den Werth =0 haben kann. 

Wird jetzt das System der Angriffspuncte um den Winkel 
A, und zwar um eine gegen die Ebene der Kräfte rechtwink- 
lige Axe gedreht, so ist nach (1) ($. 114) das Drehungsmo- 
ment der Kräfte npch der Drehung 

2{Yx — Xy) = M cos X — f sin k (3) 

Dieses Drehungsmoment verschwindet, wenn der Winkel 
1 den Werth A' hat, der durch die Gleichung 

tang r = * (4) 
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g^mden wird. Es kesl^t ftiM unter des Kräften GWcIige«« 

wicht in swei Lagen, welche den Winkefai X z= X und k 

rr 180 -f A' zugehören. In jeder derselben fallen die Rich^ 

tungen der Kräfte des Paares in die gerade Linie zwischen 

deren Angriffspunden. 

Das grdsste Dr ehungsmoment der Kräfte indet man, wenn 

das DiiTerential von (3) d. h. ^ JT sin A — /* cos Jl = 

gesetzt, und der Werth von k. aus dieser Gleichung gesucht 

^ird. Dieser Werth sei = A", so ist 

M 
cotang A" = — y (5) 

mithin A" = 90^ + A' oder A" = 270» + A^ In den 
beiden Lagen dps Systems der Aogriffspuncte, welche von dei- 
nen des Gleichgewichts um 90^ abstehen, hat also das Dre- 
hungsmoment seinen grössten Werth. 
Aus (5) egriebt sich 

^ f ^ M 

Substituirt man diese Werthe in (3) statt sin A und cos i, 
so bekommt man den grössten Werth des Drehungsmoments 

welcher hiemach aus der ursprünglichen Lage des Systems 
leicht zu berechnen ist, da man M und / aus (1] und (2) kennt. 
Will man durch Hinzufügung eines Paares fortdauerndes 
Gleichgewicht hervorbringen, so hat man in einer beliebigen 
Geraden der Ebene zwei Punkte in dem Abstände b von ein- 
ander zu wählen, und diese zu Angriffspuncten zweier glei- 
chen Kräfte V Ä * + P zu machen, deren Richtungen mit jener 

h 
Linie den Winkel A* einschliessen. Dieses hinzugefügte Paar 
muss aber im entgegengesetzten Sinn von dem Paare drehen, 
dessen Moment = T- V^tP -f P gefunden wurde. 

$. 119. 

Im Fall die gegebenen Kräfte gleiche Wirkung wie ein 

Paar haben, kann, wie das Vorstehende zeigt, von einem Mit-' 

telpuncte der Kräfte nicht die Rede sein; wohl aber kann bei 

Kräften, die sich auf eine einzige Kraft zurückführen lassen, 
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die Frägd naäi dem AngfiflbpvROte d^ Cegdnkriiff tiid^^ra^^ 
fen werden, an welofaem dielte in jeder Lage des^steml; dar 
Aiigiiffspuncte mil den gegidbenen KrttAett im Gleiehgewicht 
bleibt Dieser Ahgrifikpuaet der Gegenbraft i^t d^r Klttelpundt 
der gegebenen Kräfte, da durch ihn imift« die HtehUinf der 
resubirenden Kraft geht, welche Drdiung der^Ebene der Kräfte 
um eine fegen sie normale Axe Statt gefunden haben mag. 
Zur BestimaMmg des Mittelpuncts dient Pdgendes. 

Es mögen X' Y* die Componenten der einzigen Kraft, 
auf welche die gegebenen Kräfte zurü^ommen, nach der 
Richtung der beiden CoordinatenaXen vorstellen. Die Compo- 
nenten der gleichen Gegenkraft sind also — X und — T', 
deren Angriffispunct durch die Coordinaten a?' und y' bezeich- 
net werden mag. Damit dieser Angriffspunct der Mittelpunct 
der Kräfte sei, muss — X' und — Y' nach jeder Drehung 
um die normale Axe mit den gegebenen Kräften im Gleichge- 
wicht sein. Wenn man also in der urspfünglichen Lage fiir 
die gegebenen Kräfte, um abzukürzen^ 

S[X) = 4 SiY) = B md , 

2{Yx - Xy) = 4f,. '2\Yy + Xx) = f 
setzt, so muss den Gleichungen 

ii — r = (1) 

if _ Tit! + jr V =ii • * •' ■' '(3) • 
/ ^ yy — r*' = (4) 

entsprochen wei-den. ' _ . . . ' 

Die beiden ersten Gleichungen tiefem' den Wertfc der re- 
sultirenden Kraft Ä, nämlich 

•' Ä= sTA^'-^ ^\ • ••'=-'•• 

deren Richtung mit der Abscissenaxe den Wftikel u einschliesst, 
weldher aus 

B 

tany « = -j 

gefunden wird. 

Qie Gl^iohungen 3) und . 4) hingegen gebeq;i die Coordi- 
naten X und y des Mittelpuncts der Ip*äilfe, u,äm)ich 

■ _ ^f+BM ..." • 
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; ""■'V.=!^^ ■ ■(«)^ 

. Die^e Fornaaln galten auch zur Bestimmung 4eB MiUel^ 
punctsi für P«P|llßftr«|le, Denn ißl der Winkel zwischen ih-. 
repr Richtung und der Ab^cifiisenaxe ;;= y^ so hat. iian^ wenn 
die JParallelta-äfte durch /\ fli P3: bezeichnet werden 

, B ctr ^(r) = Sin y iE(P) 
ilf t:= £[Yx — Xy) « $iii r £{Px) •— cos y 2:(Py) . 
f = 2:(Ky + Xp) =:i sin- ;/ .^(Py) + e4>s; >^ £[Px) 
Durch Substitution dieser Werfbe in 5] und 6] erhält man 
die Coordinaten des Mittelpuncts der Paralielkräfte 

.' = ^?Mu„d,'=^« (7) 

^ P ^ 2 ? 

welche ttit den im t. 111 gegebenen Formeln über^iiistimwen- 

n. Die fticlitungen der Kräfte fallen nicht in eine Ebene. 
A. YoA.dea KrSitepMr«Q im, Raam, . . • 

S. 120. 

Ein Kräftepaar lässt sich nicht allein in seiner Ebene be- 
liebig versetzen (§.96), sondemi es kann auch in eine Parallel- 
ebene versetzt werden, wenn Qpr seiU/Memeßt nicht ge^idert 
wird« Die ^irkpig .des^eU^en wird durch . solche Versitzungen 
nicht geäAdert. . Bß yer«tebt^ ^icli d^bei von selbst f dass die 
SAinmtUcheQ Ai^ffsp»wto der Kräfte a^ in fester Ve^binduw 
unter einiindev gedaipht werden müs3ßn. 

In der Ebene ilBC© eines Parallelepipedi4ßCZ>EF6?jffwirife; 
einKrsäftepaarPf', indcimPdieftiohtangider Seitenkime^lßj und 
P' die entgeg?i9«esetztf Richtung in der Seitenkante.CD hat.. An 
dieser Wirkung vird durch.' Hiajsufügung der beiden gleichen *in4 
entgegengesetzten Kräfte PP in. den SeitfiAanten EF und GR 
der mit ABCD parallel la^fiei^den EbepeEfeff nichts abgeän- 
dert. Wenn man nun die.Ljni^ ÄiV zjwififplien.. den Durchs 
siduatq^ncten der Diagon^ilen der beiden Grundflächen BCFQ 
und AJ>EE äeht, so |as(»ea j^ich die beiden Paralielkräfte P 
nach. AB m^ HG »u.dßr ein:jigen Kraft 2p, i^relche nach. 
der HiohtMÄg tift wirHt, zusanamennelun^a Bb^t sp treten 



die beiden Kräfte P nach FE und CD zu der einzigen Kraft 
Kraft 1f nach der entgegengesetzten Richtung JfJV zusammen. 
Diese beiden Krfffte 2P und 2P beben sich also gegen einan- 
der auf, es bleiben mithin die beiden Kräfte P nach EF und 
F' nach QE als diejenigen übrig, welche gleiche Wiricung mit 
dem Paare ?f in der Ebene ABCB haben. Diese Kräfte 
? nach EF und F nach GR bilden aber ein Paar von dersel- 
ben Breite wie des Paares PP in der Ebene ABCD. Man 
kann also das Paar PP aus der Ebene ABCD in die Parallel- 
ebene EFGH versetzen, wofern dessen Moment nicht abge- 
ändert wird, und dieses Paar in demi^elben Sinn dreht wie 
das ursprüngliche. 

Hieraus folgt, dass zwei Kräftepaare in zwei Parallelebe- 
nen, die unter einander in .fester Verbindung stehen, einander 
Gleichgewicht halten, wenn sie im entgegengesetzten Sinne 
drehen, und das Moment des einen Paares dem des anderen 
gleich ist; auch dass sich zwei Paare in Parallelebenen zu ei- 
nem einzigen Paare zusammensetzen lassen. Denn nachdem 
die Paare in eine Ebene versetzt sind, lassen sich die obigen 
Gesetze über die Paare in einer Ebene unmittelbar auf sie 
anwenden. ($. 97.) . 

§. 121. 

Wenn sich die Ebenen zweier Kräftepaare schneiden, so 
lassen sich die Paare ebenfalls zu einem einzigen zusammen- 
setzen. Das resultirende Kräftepaar liegt in einer Ebene, 
welche entweder durch die Durchschnfltilläiie der Ebenen der 
gegebenen Paare läuft, oder (nach $. 120) dieser Durchschnitts* 
linie parallel ist. 

Es sei AB (Fig. 65) die Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
ABCF und ABGD\ in denen die beiden Kräftepaare F, P und 
Qj ff wirken. Die Richtungen der Kräfte P/P] Q, ijf sollen 
rechtwinklig gegen ilB Hegen, so dass ilß die gemdnsehaftfiche 
Breite des einen wie des anderen Kräftepaare^ vorstellf. Auf 
diese Annahme können die Kräfte P, P\ Q^ ff Imitier zurück- 
geführt werden, da es bei Kräftepaaren nur auf deren Moment 
ankommt, und sowohl P,AB als ^,AB den Momenten der 
gegebenen Kräftepaare gleich angenommen werden dürfen. 
Von den vier Kräften P P^ Q Q setzen sich die beiden P und 
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Q am Panete Ä za der einzigen Kraft R, und P Q' am Pancte 
B sa der fleiohen Kraft R ansammen, welche mit Jt ein Paar 
bildet Man erhält also statt der beiden gegebenen Krftfle- 
paare PP^ Qff das einzige Kmflepaar RR\ welches demnach 
mit den beiden gegebenen Paaren gleiche Wirkung bat| und 
als das resuttirende Paar derselben hervortritt. 

8. 122. 

Es folgt hieraus, dass zweiKräflepaare in nicht parallelen 
Ebenen auch nicht unter einander im Gleichgewicht sein kön- 
nen. Eben so wenig kann dieses unter drei Kräftepaaren ein- 
treten, deren Ebenen eine körperliche Ecke bilden. Denn zwei 
von diesen Paaren setzen sich zu einem Paare zusammen, 
dessen Ebene die des dritten Paares schneidet also ihr weder 
parallel läuft, noch mit ihr zusamihenftUt. Wird dagegen in 
der Ebene ABEK oder in einer Ebene, welche dieser parallel 
ist, ein Paar angenommen, welches mit dem resultirenden Paare 
RR gleiches Moment hat, aber im entgegengesetzten Sinn 
dreht: so steht dieses mit den beiden Paaren PyP', QyQ' 
im Gleichgewicht. Es können daher drei Paare in den Seiten- 
flächen eines dreiseitigen Prisma, oder drei Paare deren Ebenen 
sich in einer geraden Linie schneiden, einander Gleichge- 
wicht halten. 

%. 123. 

Da P\Q\R = RABiQ.ÄBiR.ÄB ist (Fig. 65) und die 
drei Producte die Momente der Kräftepaare PP^ QQ\ RR be- 
zeichnen, weil die Richtungen der Kräfte P Q R rechtwinklig 
gegen AB Hegen: so lassen sich die Momente zweier Kräfte- 
paare ebenso zu einem resnttirenden Paare zusammensetzen, 
wie zwei Kräfte P Q, die auf einen Punct A wirken zu einer 
einzigen Kraft R zusammengesetzt werden. Bezeichnen (P), 
(0), (A) die Momente der Paare PPy Q0\ RR^ so hat man 
hiernach die Gleichnag 

{Pj:(0)i{Rj »* sin /f:sin aisin (« + ß) (1) 

wo die Neiguilgswinkel zwischen den Ebenen der Kraäftepaare 
P und A, CAE » a; der Paare Q und R, BAD » /jT; /Hr 
PjMre P und C^, CAD ast: n ^ ß gesetzt sind. 

Wem also ein Kräftepaar das resoHirende zweier anderen 
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}(3) 
s= tanga. (4) 
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Paare isit, so isl das Momenl jeder dieser drei Paare dem Si-» 
nus des Neigungswinkels zwischen den Ebenen der beiden 
anderen Paare proportional. 

Stehen die Ebenen der zusammenzusetzenden Krfiftepaare 
rechtwinklig auf einander, oder ist der Winkel a + /? = 90^, 
mithin sin /? = cos a, und sin a =^ cos /?, so erhfiR man 
aus der obigen Gleichung 

(F) : (Q) : (Ä) = cos « : cos ^ : 1 (2) 

also 

'{P) Ä= (Ä) cos a 
(0) = (Ä) cos ß, 
daraus durch Division 

(Q) cos /? _ sin a 

(P) cos « cos a 

Die Summe der Quadrate der Gleichungen (3) giebt 

(P)» + ((?)» = (Ä)V . ' (5) 

da cos c^* + cos /?* = 1 ist; und die Summe derselben 
Gleichungen, nachdem die erste mit cos a, die andere mit 
cos ß multiplicirt worden, liefert 

(f) cos a + (0) cos ß = (Ä). (6) 

Alle diese Gleichungen unter den Momenten zweier Kräf- 
tepaare und des aus ihnen resultirendcn Paares stimmen mit 
den Gleichungen unter drei auf einen Punct wirkenden Kräften, 
von denen die eine aus den beiden anderen zusammengesetzt 
ist, völlig überein. 

S. 124. 

Man kann auch selbst die Gonstructjoii des Parallelo- 
gramms, wie es bei den einfachen Kräften gezeigt ist^ auf die 
Zusammensetzung: und Zerlegung der Kräflepaare anwenden. 
Zu dem Ende errichte man auf die Ebenea der beiden zusam- 
menzujsetzenden Kräftepaare und des resultirenden Paares^ Per- 
pendikel; diese schliessen dieselben Winkel «, ßy a+/J mit 
einander ein wie die Ebenw der Paare ; und trage auf diesen 
Perpendikeln Ungen ab, die den MomenieH (P) (Q) (R) der 
Kftftepaare proportional sind: so müssen, der obigea Relation 
wegen, diese Perpendikelstücke zu einem Parallelogramm eben 
so vollkommen zusammenaohUessen, als hätte man auf ihnen 
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Lfingea abgetragen, die den Kräften P, Q, R seftst propor*^ 
tional sind. 

Um dabei zugleich erkennen zu können, in weichem Sinn 
das resultirende Kräftepaar dreht, errichte man die Perpendi-* 
kel an der Seite der Ebenen der zusammenzusetzenden Paare, 
dass wenn man sich in diese Perpendikel versetzt denkt, die 
Fasse auf die Ebenen gestellt, beide Paare in demselben Sinn 
drehoi. ' Trägt man auf diesen Perpendikeln Längen ab, 
die den Momenten der beiden Paare proportional sind, con^ 
struirt alsdann aus ihnen das Parallelogramm: so bezeichnet 
die^ Länge dieser Diagonale das Moment des zusammengesetz- 
ten Kräfkepaares, welches f&r den, der sich in dieser Diago- 
nale mit den Füssen am Anfangspuncte derselben befindet, in 
demselben Sinn dreht wie die beiden Componenten, also eben- 
falls von der Rechten zur Linken, wenn die Componenten von 
der Rechten zur Unken drehten; und umgekehrt. Man kann 
hiemach bd Eräftepaaren auf ähnliche Wäse über die Grösse 
und den Sinn der Drehung des zusammengesetzten Paares 
Aufschluss erhalten, wie bei einfachen Kräften über die GtÖsse 
und Richtung der zusammengesetzten Kraft. 

Dieser Eigenschaft wegen nennt man das Perpendikel der 
Ebene eines Kräftepaares von der Länge, die dem Moment des 
Paares proportional ist, die Axe des Kräftepaares. Man 
giebt diesen Axen auch wohl die Vorzeichen plus und minus, 
je nachdem die Kräftepaare t&t den in die jedesmalige Axe 
Gestellten, mit den Füssen auf der Ebene, in einerlei oder in 
entgegengesetztem Sinn drehen. 

$. 125. 
Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich leicht die Zusam^ 
mensetzung dreier Kräftepaare, deren Ebenen eine körperliche 
Edce bilden, zu einem einzigen Paare^ Man errichte imSchei- 
telpuncte der körperlichen Ecke- drei Perpendikel auf diese 
Ebenen, und trage auf ihnen drei Längen ab, die den Momen- 
ten der drei Paafe proportionai sind» lieber diese drei Axeuj 
welche als Kanten der Supplementarecke, oder als Kanten ei- 
ner Nebenecke derselben erscheinen , constrUire^ man das Pa- 
rallelepipedum : so stellt dessen von dem Scheitelpunkte der 
urspriliiglichen Ecke aus zu ziehende Diagonale die Axe des 
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zusammengesetzten Kräftepaares dar^ aua wehHier die Gr öase des 
Moments desselben so wie die Richtung, in welcher das Paar 
dreht, eriumt werden kann, Dia nrBer^hnung des Moments 
des zusammengesetzten KHtftepeares nöthigen Formeln aind mit 
denen des $. 85, imcii welohea aus drei Kräften Im Räume die 
zusammengesetzte Kraft berechnet wurde, übereifislim»end« 

Der besondere Fall, wo die Ebcmen der Paare reohtwiid[^ 
lig gegen einander- liegen, soll seiner Iräuige« Anwendung 
wegen Uer nftker betrachtet werden. 

Es mögen iX, >F, AZ (Fig. 66) d^ei reetewwM«^ Co- 
ordinatenaxen vorsteQen; in den Coerdinatenebenen »y, «o?, oy 
sollen Kritflepaare wirken ^ dern Momente durch Z, JV, iV bet< 
zeichnel sind. Man fragt nach dem einaigen Kritftepaare W^ 
welches gleiche Wirkung mit den Paaren X^ itf > iV zusammen«* 
genommen hat Die Drehung der Paare Z#> Jf^ iV geschehe in 
dem durch die Pfeile gezeichneten Süin, von der Rechten zur 
Linken. 

Die in A auf die Ebenen der Pawre enriehteten Perpen«* 
dikel fallen mit den Coordinatenaxen AX^ A¥, AZ zusammen. 
Auf ihnen sind die Längen ABj AC^ AD den Momenten L, If, N 
proportional abgetragen. Die Diagonale AR des Parallelo- 
gramms ABCE bezeichnet die Axe des aus L und M zusam- 
mengesetzten Kräftepaares, dessen Moment S aus der Gleichung 

5« Ä= i» + IP 
gefunden wird. Denn der Werth von S ist der Diegottale AE 
das Parallelogramms ABCE proportional. 

Bildet man nun über den Seiten AE und AD das Rechteck 
AEDFf so st^t dessen Diagonale AF die Axe desr aus 8 und 
N d. h. aus L^ M und N zusammengesetzten Kräftepaares dar, 
dessen Moment durch W bezeichnel worden ist Man hat 
also zur Bestimmung dieses Moments die Gteichung 

»r» Ä s» 4- ivs 

oder wenn für S^ der yorber gefundene Werth iuhalituir« 
wird, 

If» =:; i« + IP + JF (1) 

Dieses zusammengesetzte Kräftepaar vom Moment W wirkt 
in einer m^ne, weldie rechtwinklig gegm AF liegt, und ee 
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denkt y in demselben Sinn nde die drei gegebenen Paare; im 
vorliegenden Fall von der Rechten zur Linken. 

Die Richtung der Axe des zusammengesetzten Paares W 
ergibt sieh ans den Winkehi, welche sie mit den Ceordinaten- 
axen AX, AY, AZ einschliesst. Biese Winkel seien FAXtm}^ 
FAT ^fiy fAZ 3£= 9y welche ans den bei £, C und D recht*- 
winkligen Drdeeken ABF, ACF, ADF leicht gefunden werden 

AB AG 

können. Denn man hat cos X = -js^ cos /*=-—, cos v 

AF AF 

AD 

= j~; substituirt man für ÄB^ AC, AD^ AF die ihnen pro- 

portionalen Momente der Kräftepaare Ly M, N, Wy so entste- 
hen zur Bestimmung dieser Winkel die Formeln 

L 

cos A s? =r^ =;= 



M Üf 

N N 

eos V SÄÄ — £r — trrrrrzz^r^ü^rr-ir 

aus denen noeh die bekannte Beziehung 

cos A* + cos /i» + cos iV= 1 (8) 

hervortritt. 

Nach den Gleichungen 1) und 2) ist man im Stande ^ aus 
den gegebenen Momenten von Krftftepaaren, deren Ebenen 
«Techtwiiridig gegen einander liegen, das Moment des resulti- 
renden Kraftepaares, und die Richtung der j^ene desselben 
zu bestimmen. Auch kann man nach ihnen ein gegebenes 
Kräfkepaar [W) In drei Ändere »erlegen, deren Ebenen recht- 
winklig gegen einander gerichtet sind« Dehn bezeichnet man 
wie oben durch i, /i, ^ die gleichfiftlls gegebenen Winkel zwi- 
schen den Axen dieses Pa«res (ff^ und der Componentenpaare 
Ly My Ny so ergeben sidh <fie letzleren Momente aus 2) nach 
den Formeln» 

L ==: JT.eos k 

M =:i W, cos /f (4) 

JVr= »K.cos ip J 

welche) wenn man die erste mit cos. Xy die. zweite mit cos /r, 
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die dritte mit cos v multiplicirt, dann zusammenaddirt und die 
Gleichung 3) berücksichtigt^ die. Relation . 

L cos A 4* * cos /• •+- iV cos r 1= Tf (5) 

liefern. 

Alle diese Gleichungen unter den. Momenten der Krilfle- 
paare und den Winkeln, welche die Axen der drei Compo- 
nentenpaare und des resultirenden Paares mit einander ein- 
schliessen, entsprechen den Gleichungen, welche oben ($. 86 
u. 87] bei der Zusammensetzung dreier rechtwinklig gegen 
einander gerichteter Kräfte gefunden sind. 

B, ZurückfühniDg der KrSfte im Räume auf eine einfache Kraft und 

eio Kriflepaar. 

§. 127. 

Es seien P, P^ P^ u. s. w. Kräfte, welche an gegebenen 
unter einander fest verbundenen AngriiTspuncten nach beliebi- 
gen Richtungen im Räume wirken. An irgend einem Puncto 
(Fig. 67) nehme man drei rechtwinklige Coordinatenaxen OX, 
OYj OZ an, auf welche sowohl die Angriffspuncte als auch die 
Richtungen der Kräfte bezogen werden sollen. Der AngrifTs- 
punct der Kraft Pi sei der Punct Ay und desseit Coordinaten 
seien OB = Xiy £C = ^i , CÄsstzi; die Winkel der Richtung 
dieser Kraft gegen die Coordinatenaxen OX, OY, OZ seien 
durch fti ßi Yt vorgestellt. 

Die Kraft P^ werde nach den Richtungen der Axen OX, 
OYj OZ zerlegt. Statt der Kraft Pi erscheinen denmaeh am 
Puncto A die drei Coordinatenkräfte 

Xi =S Pi cos«!, Fl S55 Pi cos/?i, Zi = Pi cos/i, 
die erste hat die Richtung iiXi, die Richtung der zweiten ist 
i4Fi, die der dritten AZt. 

Die Wirkung der Abscissenkraft Xi am Puncto A bleibt 
ungeändert wenn in der Abscissenaxe OX zwei entgegenge- 
setzte Kräfte, jede =.Xi hinzugefügt werden. Die eine der- 
selben hat die Richtung OX, die andere bildet mit der Kraft 
Xi am Puncto A ein Kräftepaar, und statt dieses Kräftepaares 
in der Ebene ABO, dessen Moment =s Xi .AB ist können (nach 
§. 123) in den rechtwinkligen Coordinatenebenen ZOX, YOX 
die beiden Kräftepaare Xi. AB. cos ABD und Xi. AB. cos ABC 
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d. h. Xi .BD und Xi .BC angenommen werden, deren Kräfte, 
jede = Xi smdy und deren Breiten die Projectionen der Linie 
AB auf diese Coordinatenebenen, nämübh BD und BC beseich- 
Hen. — Demnach darf statt der Kraft Xi am Puncte A gleich- 
seitig gesetzt werden 

1) die Kraft Xi in der Abscissenaxe OX, 

2) das Krftflepaar Xi Xi in der Coordinatenebene ZOX. Die 
eine Kraft Xi hat ihren Angriffspunct in D, dem Fusse 
des von A auf ZOX geffeillten Perpendikels; die andere 
Kraft Xi liegt in der Axe OX nach entgegengesetzter 
Richtung. Die Breite des Paares ist also BZ> = »i, 

3) das Kräftepaar Xi Xi in der Coordinatenebene TOX, des- 
sen Breite BC = yi ist. 

Auf gleiche Weise ist die Kraft Fi am Puncte A vertreten durch 
1) die Kraft Yi in der Coordinatenaxe OT, 
2] das Kräftepaar Fi Fi in der Coordinatenebene ZOY^ des- 
sen eine Kraft die Richtung £Fi, die andere die Richtung 
FO hat; die Breite dieses Paares ist fE = «i, 
3) das Krttftepaar Fi Fi in der Ebene TOX, dessen Breite 
FC 2= iti ist. 
Ebenso kann statt der Kraft Zi am Puncte A gesetzt werden 

1) die Kraft Zi in der Axe OZ, 

2] das Paar Zi Zi in. der Coor4inatenebene ZOX mit der 

Breite (7D = a?i, 
3) das Paar Zi Zi in der Coordinatenebene ZOT mit der 

Breite GE = pi. 

Demnach hat die Kraft Pi am Puncte A gleiche Wirkung 
mit der gleichzeitigen Wirkung folgender Kräfte und Kräftepaare: 
1] der Kräfte Xi Fi Zi in den Richtungen der Coordinaten- 
axen OX, OY, OZ, 

2) der Paare Xi Xi, Fi Fi in der Coordinatenebene YOX 
mit den Breiten yi und Xi, 

3) der Paare Zi Zi, Xi Xi in der Ebene ZOX mit den 
Breiten Xi und «i, 

4) der Paare Fi Fi, Zi Zi in der Ebene ZOY mit den 
Breiten »i und yi. 

Jede Kraft Pi an einem beliebigen Angriffspuncte A zer- 
legt sich also in drei Coordinatenkräfte, die in den Richtungen 
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der Coordinatenaxea wirken, und in drei SysleHe ton Dopfiel» 
paaren, deren Ebenen die Coordinalenebenen iWL 
Jene Coordioaienkrttfte sind 
Xi = Pi cos ci, Fl = Pi cos ßi^ Zt SS Pi cof yi (1) 
wo Ol fii yi die Winkel der Richtung ycm P^ mit den drei 
Coordinatenaxen vorstelle; und die Momente janer Doppel- 
paare sind 
in der Ebene YOX < . . Xi^i ^ Fi«^ (2) 

in der Ebene XOZ , • • Zi tf»i — Xi ;si (3) 

in der Ebene ZOY * . . Fi », — Zi ft (4) 

wo 0?! yi «] die Coordinaten des Angriffspuncts der Kraft Pi 
bezeichnen. 

Wirken nun, wie oben vorausgesetzt wurde^ mehre Kräfte 
Pi ^2 ^s ^ ^' ^- ^^ ^ unter einander verbundenen Angriffs- 
puncte ili Ä2 A^ u«s.w. unter den Winkeln ai/^i ^i; a8/?2^2; 
asftsys] U.S.W. gegen die Coordinatenaxen, so Iftsst sich jede 
dieser Kräfte eben so wie Pi behandeln^ -- Aus den Kräften 
in der Richtung jeder Coordinatenaxe entsteht eine einzige 
Coordinatenkraft; und die Momente der Kräftepaare in jeder 
Coordinatenebene setzen sich zu einem einzigen Moment zu- 
sammen. Statt der sämmtlichen Kräfte Pi P^ P5 u. s. w. kön- 
nen also drei Coordinatenkräfte in der Richtung der Co- 
ordinatenaxen : 

X = Xi + X2 + X5 +... = Pi COStti +''2 C0S«2 + Ps 00SÄ5-f ... (5) 
y = Fl + F2+ y5+-*.«=Pi COBfii^P2COSfi2'hP500nßfi+... (6) 

Z = Zi + Z2 + Z5 +... = Pi cos;^i +P2 cos;'2 + Pi oos/8-f ;.. (7) 
und drei Kräftepaare in den Coordinatenebenen^ deren Mo- 
mente sind: 

L = yi»i— Ziyi-l-y2Ä2--Z2y2+y3»5— 2;5y5 + ... (8) 

=Z PiÄi C0S/Ji-fp2«2C0S/J2+...— Pl^l COS/4 — P2y2C0S/2— ... 

Mz=ZiXi — Xi»x+Z2a?2 — X2»2+25(r5 — X^z^ + ... (9) 

ni Pl Xi COS;'! +p2a?2C0Sy2 + ... — Pl »1 cos«! — P2»2C0S«2 — .- 

N = Xiyi-Y,Xi^X2y2-Y2X2-\'X^Ps-Ysx^+... (10) 

= ^1 yi C0Söi4-Jf2^2C0Sa2 4- ".'— Pl^lCOS/^i — p2a?2C0S/?2 — •.• 

gesetzt werden. 

Die Kräfte X Y Z, als deren gemeinschaftlicher Angriffs- 
punct der Anfangspunct der Coordinaten erscheint, setzen 
sich nach $. 88 zu der einzigen Kraft 

F c= v^jp -1- jr« + Z* (11) 
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mMnmeiiy iteren Riclrtiiiig durch die WinM o ß y\ welche 
sie mit den Coordinatenaxen OX^ OYy OZ einschliesst, auft dea 
Fonneln 

TT Y Z 

cos a ^ y, cos fi := -, cos r = y (12) 

Hestiinnrt wird. 

Aus den Kräftepaaren in den Coordinatenebenen , deren 
Momente L, JV, N Sind, und deren Axen mit den Coordinaten- 
axen OXy OYy OZ zusammenfallen, tritt nach $. 126 ein ein- 
ziges Kräftepaar vom Moment 

W — V^I« + M^+ m (13) 

hervor, dessen Ebene, seiner Lage nach, durch die Winkel P., 
/#, V bestimmt wird, welche die Axe dieses Paares W mit den 
Coordinatenaxen OX, OK, OZ bildet, und die aus den Formeln 

zu berechnen sind. 

Ifim'dQrch und die sfltnmtlichen gegeb^n^ Kräfte Pi P2 
Fs tt* ^* ^- att Ihren Angriffspuncten, auf die Kraft V an dem 
Angriflbpancte 0, und auf ein Kräftepaar vom Moment W zu- 
rttckgeführt. Wo man die Ebene dieses Paares W annehmen 
will, ist gleichgültig, wenn sie nur rechtwinklig gegen die Axe 
Uegl^ deren Richtung durch die Winkel A, /«, f^ gegen die 
Coordinatenaxen bestimmt ist. Man kann also diese Ebene 
auch durch den AnfangspMot legen. 

S* 128, 
In Absicht auf die Werlhe ^ welche V and W annehmen 
können, lassen sich folgende vier Fälle unterscheiden: 

1) Es ist sowohl K = als auch »r=0. In diesem Fall 
heben sich sowohl die Kräfte am Puncte 0, als duch die sämmt- 
lichen Kräftepaare gegenseitig auf, und die gegebenen Kräfte 
Pi P2 P5 u* S- ^* sii^d unter einander im Gleichgewicht. 

2) Es ist V allein £= 0. Die Wiricung der gegebenen 
Kräfte ist jet2t der Wirkung eines Kräftepaares gleich, dessen 
Moment = W ist, und deren Axe die Winkel A, /i, p mit den 
Coordinat^iaxen einsohliesst. 

3) Eis ist W allein s 0. Die gegebenen Kräfte Pi P^ P9 
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u. s. w. htben nan die Wirkung einer einzigen Kraft V, deren 
Richtung durch den Punct geht. 

4) Es ist weder V noch W = 0. Die gegebenen Krftfte 
Pi ^2 P5 u. s. w. an ihren Angriffspuncten haben in dieser An- 
nahme die gemeinsame Wirkung der Kraft V am AngriiTspuncte 
Oj und des Kräflepaares Wy dessen Ebene ebenfalls durch den^ 
Punct laufend gedacht werden darf. Die Richtung der Kraft 
V kann aber entweder in der Ebene des Paares W liegen, 
oder diese in schneiden. Im ersten Fall lässt sich die eine 
Kraft des Paares W mit der Richtung von V zusammenlegen, 
und liefert mit dieser vereint eine Kraft, die der anderen Kraft 
des Paares W parallel und entgegengesetzt ist, aber einen von 
ihr verschiedenen Werth hat. Mithin lassen sich diese beiden 
Parallelkräfte zu einer einzigen Kraft V in der Ebene des 
Kräftepaares verbinden. Die gegebenen Kräfte wirken also 
wie eine einzige Kraft F, deren Richtung neben liegt. Im 
anderen Fall kann man ebenfalls eine Kraft des Paares W in 
voraussetzen und mit V verbinden , woraus eine Kraft ent- 
steht, deren Riohtung nicht in der Ebene des Paares liegt. 
Die gegebenen Kr(ifte haben nun gleiche Wirkung wie zwei 
verschiedene Kräfte, deren Richtungen sich im Räume nicht 
schneiden, auch nicht parallel unter einander sind, folglich 
nicht weiter zusaminengesatzt werden können. 

Aus dieser AufzSÜung ergiebt sich, dass die gegebenen 
Kräfte entweder unter einander im Gleichgewicht sind, oder 
auf die Wirkung eines Krüftepaares, oder auf die Wirkung ei«* 
ner einzigen Kraft, oder endlich auf die Wirkung zweier Kräfte 
zurückkommen, deren Richtungen nicht in einer Ebene lie- 
gen. — Jeder dieser einzelnen Fälle sdll nun näher erwogen 
werden. 

G« Gleichgewicht der Krfifte im Raain. 

S. 129. 
Unter den Kräften Pi P^ P5 u. s. w. an ihren gegebenen 
Angriffspuncten kann nur dann Gleichgewicht in Beziehung auf 
den Punct Statt finden, wenn sowohl FsrrO als auch fTssO 
ist. Dieses aber ist nach 11) und 13) (§. 127) nur in der An- 
nahme möglich, dass jede der sechs Grössen X, J, Z, L^ *, N 
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ffir sich gleich Null ist. Daraus ergeben sich die folgenden 
sechs Bedingungen Ar das Gleichgewioht unter den gegebe- 
nen Kriflen, 

-^1 + -^2+ ^5 + — =^1 COSai 4-Pa 00802+^5 COSas +.,.=: (1) 
Fi + ye + y5+...=P,cos/y,+P2C0S/»a f P5cos/y5+...=0 (2) 
Zi + Zi + ^s + ...=PxCOSn+P2COS/a+P5COS/5 + ...=0 (3) 
YiSi — Ziyi + ^2»»— ^2y2 4- etc. = oder (4) 

Pl«lC0S/Ji + P2»2C0S/?2 + - — AyiCOS;/!— P2y2C0S/2— - = 

Zi Xi — JTi »1 -V Z2 % — X2H + ßtc- = ö^ler (5) 

PlO?! COS/j +P2aJ2 COS/2+- — Pl*l COSöi — P2«2C0Sa2 — ... = 

-^1*1 — ^1^1 + -^2^2 — ^2*2 4- etc = oder (6) 

Plgl COSnri +P2y2 C0Sa2 + - — Pl^?! COS/?i — P2X2C0Sß2 — ... = 

Die drei ersten Gleichungen verlangen, dass die sämmt- 
lichen Kräfte Pi P2 P5 u,.s. w. wenn man sie parallel ihren 
Richtungen nach versetzt denkt , daselbst unter einander im 
Gleichgewicht sind. Die Gleichungen 4) 5] 6) hingegen for- 
dern, dass die Summe der Momente der Kräfte in Beziehung 
auf jede der drei durch gelegten Coordinatenaxen gleich 
Null sei. — Unter Moment einer Kraft in Beziehung auf eine 
Axe wird hier das Moment der Projection der Kraft auf 
eine gegen die Axe rechtwinklige Ebene verstanden , insofern 
dabei der Durchschnittspunct dieser Ebene mit der Axe als 
Drehpunct angesehen wird. 

Um diese Bedeutung der Gleichungen 4] 5] 6) nachzuwei- 
sen, reicht es hin, in einer derselben z. B. in 6) den auf eine 
Kraft Pj bezüglichen Ausdruck X^ y^ — y^ x^ oder den gleich- 
bedeutenden Pjjfi costtj — P, 0?! cos/?i näher zu betrachten. 
Es sei Ai (Fig. 68) der Angriffspunct der Kraft P^ welche der 
Richtung und Grösse nach durch Ä^B bezeichnet werden mag. 
Durch Ä^ ziehe man Ä^X^^ ^i^u ^i^i ^^ ^^^ Coordinaten- 
axen parallel. Die Ebene Y^ A^ X^ schneide die Axe OZ im 
Puncto Oj, gegen welche sie rechtwinklig liegt. Von B Me 
man das Perpendikel BC auf die Ebene Xi il| y^, so ist i4| C 
die Projection der Linie A^B auf die Ebene X^AiY^y welche 
auch die Projection der Kraft P^ auf dieselbe Ebene genannt 
wird, weil AiB diese Kraft vorstellen soll. DerYfiBkelBAiXj^ 
ist = »1, BA^Y^ z=i ß^ gesetzt woi^den. Man setze ferner 
BA^C s= y^\ dieser Winkel ist das Complement von BA^Z^ 
^ifi^ endlich bezeichne man den Winkel CA^D durch ^r. In 
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der rechtwinkligen körperlichen Ecke BCDA^ ist nun cos fV| 
= cos y^ . cos q^y und in der Ecke BCEA^ ist cos /^i sr 
cos/i'.sin^; folglich wird der obige Ausdruck P^y^ tos»^ *^ 
PjO?! cos/?i as Pj cosy,'. (y, cos^ — «, sin^). 

Wird nun O^F mit iljX^ paraM gezogen, EA^ nach F, 
und CA^ nach fl^ verlängert, dann O^H und ^ rechtwinklig 
gegen CT, und 0^/ parallel mit CH gezogen, so ist O^F^i aj^, 
Fili = yi und G^Fiij = 10 ^F = 9); folglich das Perpendikel 
O^H=ir^ sszFG — FI=yi cosy) — «1 sinqp. Hieraus findet sich 
Pj y^ cos «1 — Pj a?i cos^ nr ri . Pi cosfi' d. h. die Seite links 
vom Gleichheitszeichen bezeichnet das Product der Projection 
der Kraft Pi auf eine rechtwinklig gegen die Axe OZ liegende 
Ebene (Pi cos;'i') in das von Oi aus auf diese Projection ge- 
fällte Perpendikel (ri), welches Product das Moment der 
Kraft Pi in Beziehung auf die % Axe genannt wird. 

Man sieht hieraus, dass die Gleichung 6] die Summe der 
Drehungsmomente der Kräfte P^ P^ u. s. w. in Beziehung auf 
die i Axe vorstellt; und eben so wird nachgewiesen, dass der 
erste Satz der Gleichung 5) die Summe der Momente der Kräfte 
Pi P2 u. s. w. in Beziehung auf die y Axe, und der Gleichung 
4] die ähnliche Summe für die x Axe vorstellt. 

Die Momentengleichungen 4] 5] 6) lassen sich hiemach 
auch dadurch bilden, dass man jede der Kräfte Pj Pg P$ u. s. w. 
jedesmal nach zwei Richtungen zerlegt, deren eine der frag- 
lichen Axe parallel ist, die andere aber in eiaer rechtwinklig 
gegen die Axe stehenden Ebene liegt, und die Momente die- 
ser letzteren Componenten summirt. 

Die Gleichungen 8) 9] 10) §, 127 lassen sich nun auck 

folgendermaassen schreiben:. 

L — piPi cos ai + pa h cos «a'-f- ps '^s ©os «5 + ♦ • • (**) 

Jf r= ^1 Pi coS|(?i'+ g2P2 cos/yg-h to ^5 cos^s + • • • (5*) 

iV =r fi P, oosy/-|- rzPi eos>'2 + r,!^ cosy5'+- • (6*) 

wo a/ den Neigungswinkel der Richtung von P, g^gen die 

y» Ebene, ß/ den Neig. W. von P, gegen fie w% Ebene, und 

y/ den Neig. W. von P, gegen die oy Ebene, dagegen p| das 

von auf die Projection der Kraft P, in der ay Ebene ge* 

füllte Perpendikel; q^ und r, die entsprechenden Perpendikel 

auf die Projectionen von P, in der <c% und xy Ebene vorst^ 
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tea Die nebeag«s^tw Ziffern 3, 3 u.s.w. beziehen die zu« 
gehörigen Birahstaben «uf die Krüft« /'2, '^j Q.8.W. 

Schreibt man in de« vorstehenden Gleichungen !# ss Jf 
c; iV ms 0, so hat man in etwas abge&aderter Gestalt die den 
obigen Gkichuttgen 4) 5) 6) entsprechenden Bedingungen dafür, 
dass keine Drehung um die Coordinateaaxen eintreten kann. 

fi. 130. 
Das Gleichgewicht unter den Kräften f , F2 P3 u. s. w. ist 
im Vorstehenden nach den Werthen der Kraft V und des Mo- 
ments W, 4He nch afuf den Punet und die rechtwinkligen 
Coordinatenaxen OX, OY, OZ bezogen, beurtheilt worden, £s 
entsteht nun die Frage, ob sich auch in Beziehung auf jeden 
anderen Anfangspunct der Coordinaten, und für andere Bich- 
tungen der rechtwinkligen Coordinatenaxen Gleichgewicht unter 
den gegebenen Kräften zeigt, wenn daa^elbe für den Punct 
und die anfiingiich gewählten Richtungen der Coordittatenaxen 
erkannt ist Dass F seinen Werth memals änderen könne, er- 
giebt sich schon aus dem Umstände, dass V die Resultirende 
der aadh versetzten Kräfte Pi P^ P3 u. s. w. ist Auch lässt 
sich leicht im Vorams erkennen, dass W so lange unverändert 
bleiben werde als an derselben Stelle bleibt, obschon die 
Axen anders Itiehtungen erhalten haben. Denn sonst müssten 
dieseUien Kräfte Pi P2 u. s. w. zu gleicher Zeit verschiedene 
Drehungen des Systems der Angriffspuncte um den Punct 
hervorzubringen vermögen, je nachdem man die eine oder die 
andere Richtangdes Coordinatensystems zu Grunde gelegt hätte. 
Indessen wird diese Behauptung nachher ($. 133) strenger ge- 
rechtfertigt werden. -^ Dagegen ändert siöh im Allgemeinen 
sowohl dai Moment Wy als auch die Richtung der Axe dieses 
Kräftepaares, wenn in einen anderen Punct des Raumes ver- 
setzt wird. Sollen also die vorhin angegebenen Bedingungen 
des Gleichgewichts dieses rilgemein verbürgen, so muss sich 
ergeben, dass wenn sie bestehen, auch für jeden anderen 
Punct ff das Moment »T' = werde. 

§. 131, 
Es sei d^r ursprüngliche Anfangspunct der rechtwink- 
ligen Coordinaten OX, OY, Ol, dagegen der neue Anf^ngn- 
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pünct (Fig. 69), durch welche die neuen AxenCX', 0'Y\ OZ 
parallel mit OX, OY^ Ol gelegt sind, weil eine Richtungs- 
finderung der Coordinaten an demselben Puncte keinen Einfluss 
auf W hat. Die Coordinaten des Puncts O gegen sollen OA 
zs X, AB =:z tfj BO = % gesetzt werden. Die Coordinaten- 
kräfte für den Punct seien X, F, Z; die Drehungsmomente 
dagegen: für die xAxe = i, für die yAxe = üf, für die 
» Axe = Nj so dass den früheren Bezeichnungen gemäss ($. 127) 

V = v^xa-f r^ + Z^ und »rz=V^L*+af*+]V«, auch 

zur Bestimmung der Richtung der Axe von tT, cos A = r^i 

if iV . ^ 

cos /i = — , cos y =r — ist. 

Die Kräftepaare L, M, N lassen sich nun (nadi $. 120) 
geradezu in die Parajlelebenen 2*7', Z'X', yx' versetzen. 
Ausserdem nehme man in der Axe O'X' die beiden Kräfte 
+ X und — X an, behalte 4* ^ nach O'X' bei,, und ver- 
binde — X an 0' mit -[- X an zu einem Paare, dessen 
Breite O'A ist Statt dieses Paares können (nach $. 123) die 
beiden Paare + ^j — ^ ™it der Breite AB = y in der 
Ebene XY oder in der Parallelebene XT', und + X, — X 
mit der Breite AC ^=s » in der Ebene XZ, oder der Parallel- 
ebene X'Z' angenommen werden. Verfährt man eben so mit der 
Kraft y und der Axe O'F, sowie mit der Kraft Z und der Axe 
(7Z , so bekommt man erstens in den neuen Axen O'X , 0'Y\ 
OH dieselben Coordinatenkräfte X Y Z wie in den anfangli- 
chen OX, OYy OZ, und zweitens ausser den versetzten Mo- 
menten L, Mj N, in der ZT' Ebene das Moment Zy — F», 
in der X'Z' Ebene. das Moment Xs — Zx, und in der Y X' Ebene 
das Moment Yx — Xy, Bezeichnet man also durch L', W N* 
die Momente der Kräfte in den neuen Coordinatenebenen ZY'y 
X'Zj Y'X\ so ergeben sich die Gleichungen 

i' s= L + Zy — y» . (1) 

U' — M^Xt^ — Zx : (2) 

IT =N -^ Yx — Xy. (3) 

Das aus ihnen zusammen gesetzte Kräftepaar hat das Moment 

W^ = \^L'» + if' »+iV'», (4) 

und die Winkel A' /»' p' zwischen der Axe desselben und den 
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Coordinatenaxen 0'X\ 0Y\ Ot finden sich aus, den 61^ 
ohungeii 

X' Jf' iV' 

cos A' = —,^ cos /»'= ip, cos V — —,. (5) 

Man sieht also dass sich das Drehnngsmoment Yf^ sowie die 
Richtung der Axe des zugehörigen Kräftepaares ändert, sobald 
man die Kräfte Pi Pa «• s. w. nicht mehr auf den Punct 
sondern auf einen anderen Punöt 0' bezieht; dass dagegen V 
nnverand ert bleibt, welches sowohl an wie an Ö durch 
V"jft -f ya + Z» vorgestellt wird. 

Wenn aber T = und Tf = 0; d. h. X = 0, F = 0, 
Z = 0;L = 0, lf=:Ound JV = gefiinden sind, so zeigt 
sich nach den vorstehenden Formeln 1) 2) 3) u. 4) auch W 
= 0. Hieraus folgt, dass in Beziehung auf jeden Punct im 
Räume das Gleichgewicht unter den Kräften Pj f<i P3 u. s. w. 
an ihren AngriflTspuncten besteht, wenn den sechs Gleichungen 
des §. 129 in Beziehung auf irgend einen Punct entsprochen 
ist. Jene Gleichungen sind also eben so nothwendig als hin- 
reichend, um den Gleichgewichtszustand unter den Kräften zu 
erkennen. 

D. Die KrXfte haben die Wirkung eines Paares. 

§. 132. 

In dem zweiten ($. 128] als möglich bezeichneten Fall, 
wo F = ist, und das System der gegebenen Kräfte Pi P^ 
P5 u. s. w. an ihren Angriffspuncten gleiche Wirkung mit ei- 
nem Kräftepaare hat, dessen Moment W sowie die Richtung 
der Axe desselben nach %: 127 gefunden werden, lässt sich 
zeigen, dass sowohl der Werth des Moments W als auch 
die Axenrichtung desselben ganz unabhängig von der Lage 
des Puncts im Räume, wie von der Richtung der Coordina- 
tenaxen OX, OY^ OZ ist. 

Das erstere erhellt sogleich aus den Gleichungen des vor- 
hergehenden Paragraphen: denn da F s=; sein soll, so muss 
JC=0, y=0, Z = sein ; mithin wird an einem anderen 
AnfiEings]luiiele & im Räume, an welchem die Coordinatenaxen 
0'X\ OY; OZ gleiche Richtung mit den OX, OY, OZ haben, 
L = L, M Ä M, N' = iV, • 
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abo das liomeat W Ür den Punct 0' , gleich drnn Momenl 
W für 0. Eben so sind die Winkel k' fti v den Winkcdn 
X fi V gleich. Diese Erscheinung hat offenbar darin ihren 
Grund, dass ein Kräftepaar, ohne sein Moment zu ändern, in 
eine beliebige Pwrallelebeoe verieizi werden 4arf ($.120). 

$, 133, 
' Um Jedoch nachzuweisen, da«s f«i&z aUgen^iiii aelbat 
wenn Y nicht sus ist» f(ir denselben Pmct im Räume 
das Drehungsmoment W und die Lage der Ax^ desselben 
in Beziehung auf die Coordinalenaxen OXy OY^ OZ (Fig. 70) 
von gleichem Werthe und gleicher Richtung gefunden werden, 
als wenn man ein anderes rechtwinkliges Coordinafcensystem 
0X\ 0Y\ OZ zu Grunde gelegt hätte; so wollen wir den 
bisherigen Beziehungen gemäss L MN die Drchungsmo^ 
mente in Beziehung auf die Coordinatenaxen OX, OY^ OZ 
nennen^ ebenso durch A /r r die Winkel bezeichnend welche 
die Axe des aus ihnen resultirenden Drebungsmoments W mit 
OXy OYy OZ einschliessL so dass 

, - , L M N 

W = V L» + Ä^ + iV^ cos X — ^, cos fi—y^, cos f =:: jj^ 

ist. Dagegen sollen L', M'y N\ W\ A' /<' v die entsprechen- 
den Grössen in Beziehung auf die neuen Coordinatenaxen 0X\ 
0Y\ OZ vorstellen, so dass man 

V , , M' . N' 

hat. 

Die Lage der neuen Coordin^enaxen QX\ 0Y\ OZ ge- 
gen die ursprünglichen OXy OYy OZ wird durch die Winfcal - 
zwischen ihnen bestimmt Diese Winkel mögen Uftcb tqkg€ 
der Uebersicbt bezeichnet werden 



Fr=v^r«+jr'»^r«, cosi'=^^,'cos//=--,cosi/"=^ 
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Demnach sind a, b, c die Winkel, welche OX mk OXy OYy 
OZ einschlieast; a, b', c die Winkel zwischen OY' nnd den 
Richtungen OX, OY, 0Z\ endlich €y Vy c die Winkel zwi- 
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sehen OZ' und den Bkktungen OX^ OY^ OB, Da t)eide Coor- 
dinatensysteme rechtwinklig sein ^sollen,, so finden unter diesen 
Winkeln mehre Beiiehungen StaH, unter denen wir die nach- 
stehenden zu folgendem Gebrauch bemerken wollen, 
cos a* + G08 a'^ + cos a* = 1 
cos 6« 4- oos 6*« + oos 6"2 = 1 
cos c* -|" 0^8 ^'' 4- «OS c"* = 1 
cos a . cos 6 -|~ ^^ ^'^ ^ö^ 6' + öos a", cos 6" = 
cos a . cos c -j- cos ä • cos c' -f cos a", cos c" = 
cos b . cos c^- f OS 6'. oos c' + «os A". cos c" =z 
von deren Richtigkeit man »ch leicht übereeugen kann*). 

Aus den Drehungsiviomeaten Jj^ Mf N in ßeziehuHg auf 
die Coordinatenaxen OJ|C, OYy OZ, lassen sich «die Prehung^ 
momeate L', M\ N' in Beziehung aaf die neuen Coordina.tein- 
axen 0X\ 0Y\ OZ auf folgende Weise ableiten. .Man »er- 
lege jedes Moment Ly M, N auf die Axen 0X\ Ot^ 0^ nach 
$. 126 y so erhält man aus X die Componenten 



(1) 

(2) 



*) Sind nimlich d? y s die recktwiDkligen Coordinaten eines PuncUi 
M der Linie MTceb-t, onH a a a" die Winkel ziritchen r und den 

Coordinateiilixen, alsd cos a = !L^ cos a = -^, cos a = _ ist ; so 

r r r 

ergiebt sich aiu der bekannten Gleichung c* 4" V* r4* *' = '^ sogleijob 
l^\ + {p^ + /A\".-c 4 d. k. costfS + •oa»'*+ oos o'* ät t. 

Sind ferner «, y^ s^ die rechtwinkligen Coordinaten eines Pancts N 
der Linie Olf rüt r, und h b' h*' die Winkel Zwischen r^ und den tlo- 

ordinatenaxen , also cos & = ^ , cos b' = ^ , cos 6" = ^ , und be- 

n n ^1 

seiebnet j9 die Lange derliwie MNi sa hatmaa 

1) Z^ » r« + V — .2jti cos MON 

2) Z^ = (* - *,)« + (y - y,)« + (S - »,)« = 

= («*+y*+**J+(*x*+yi*+»i")-2(**i+yyi + »»i) 

=Ä y« + ri* -tfosri + yyi + Ux). 

Am der Vergleitthiiiig.diesiAr Mden WmUm ironD» Mil^ «ich «evJMJ? 
^^ ^i+ttift+*H ^ ^^^^ coii-f cosa tos5'+cosa"cosr d.1i. man 

findet den Cosinus des Winkels zwischen ciiiei geradjon LiiMcn w/enn 
man die Cosinus der Winkel» welche jede der beiden Geraden mit je 
einer ron drei rechtwinkligen Coordinatenaxen einscbliesst, mit feinander 
muhiplicirt, und diese drei pTofiucte lusälnm^naddirt. Ii$t MON s= 90^ 
also cos MON^O, so entsteht 0= cos a oos 6 -|- cosa' cos &'4* cosa" cosi'. 

Ulricli, Leltfb. a. M eck. 12 
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für die Axe OX' z=; L eos a 

OY' = L cos a 

. /. . . . . OZ' = L cos a"; 
femer aus Jf OX' z=z M cos b 

Or = M coa V 

OZ' = M cos 6"5 

dann aus iV OX' = iV cos c 

OY' = N cos c 

OZ' = iV cos c\ 

Addirt man nun die zu jeder Axe 0X\ 0Y\ OZ' gehörigen 
Componenten der Drehungsmomente zusammen, so erhält man, 
da die Kraft V am Angriffspuncte zu einem Moment in Be- 
zug auf die neuen Axen keine Veranlassung geben kann, die 
Drehungsmomente in Beziehung auf die neuen Coordinaten- 
axen, nämlich 

V z=i L cos a -{- M cos b ^ N cos c \ 
M' = L cos a'+ M cos b' + N cos c i (3) 
N' =: L cos a"+ M cos 6"+ ^ ^^^ ^' ) 
Diese. Momente setzen sich zu dem anzigen Moment W\ zu- 
sammen, welches man erhalten haben würde, wenn man in der 
ursprünglichen Betrachtung der Kräfte Pi P2 P5 u. s. w. das 
Coordinatensystem 0X\ OY', OZ' zu Grunde gelegt hätte. Das 
Moment JT findet sich aus der Gleichung W^^zs^L'^ + M'^-^-N'^. 
Wenn man aber die Quadrate der Gleichungen (3] zusammen- 
addirt, und die Gleichungen (l) und (2) berücksichtigt, so er- 
hält man W^= L^+ M^+N^= W^, mithin ist W=W, 
d.h. für denselben Punct im Räume findet man immer das- 
selbe Drehungsmoment W der gegebenen Kräfte /\ P2 ^5 ii- s. w. 
wie auch das rechtwinklige Coordiiuitensystem am Puncto 
gerichtet sein möge. 

Auch die Richtung der Axe des Moments W fällt mit der 
Axe des Moments W zusammen. Denn bezeichnen Aj, /ii, ri 
die Winkel, welche die Axe von W mit den Goordinatenaxen 
OX, OY, OZ einschliesst, so hat man in Beziehung auf das 
Coordinatensystem X'Y'Z' 
cos li = cos a cos /' -^ cos a cos // + cos a" cos v = 
L' cos a + Ä ' cos a -f- iV' cos a' 
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cos /ii = cos A cos X' 4" cos 4' cos /i' + cos 6" cos r = 

_ r cos 6 + if ' cos b' + N' cos 6" 

— ■ ^ 

cos ri = cos € cos A' -|- cos e' cos /*' + cos ö" cos r ' = 

_^ V cosc -f Jf' cosc - ^-PT cosc" 

_ 

Sabstituirt man hierin die Werthe von JL', M', N' ans (3) md 
berücksicbti^ die Gleiciiiuigen (1) und (2), so wie dass W= W 
ist, so ergiebt sich 

L 
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N 
cos f'i rz: — := 609 y 

oder Ai = A, /^i = /f, i^i = f^ d. h. die Axe des M<Hnents W* 
welche man gefunden haben würde, wenn die Kräfte Pi P2 P^ 
ü. s. w. ursprüngKch auf das Coordinatensystem OX'TZ' be- 
zogen gewesen wären, fällt mit der Axe des Moments W zu- 
sammen, die sich in Beziehung auf das Coordinatensystem 
OXYZ dargestellt hat. . , 

Dass die Kraft V am Puncto ungeändert hervortritt, 
wenn man anfänglich nicht das Axensystem XYZ^ spndern die 
Coordinatenaxen OX' OF' OZ zu Grunde gelegt hat, lässt sich 
noch folgendermaassen beweisen. Die Componente der nach 
parallel versetzten Kräfte nach der Richtung der Axe x' fin- 
det sieh ans den Componenten der Kräfte nach den Axen x 
y % ans der Formel 

X' S3 X co%a ^ ¥. cos 6 4- Z cos c, 
eben so sind die Componenten Y' und Z' nach der Richtung 
der y' und « Axen 

r = X cos a .+ Y cos 6' + Z co» c 
Z' =^ X cosrf'-f Y cosTH- Z cos c" 
Bezeichnet man durch V die Resultirende aus X' Y' Z'y so Jsl 

aber der zweite Satz dieser Gleichung kommt nach SubstHo» 
tion der vorhergehenden Werthe und mit Rücfcsi0ht auf die 
Gleichungen 1) und 2) auf X» + F« + Z» zurück d. h. eß 
findet sich F' = F. 

12* 
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Auch die Richtonf von T Btimmt mit der BiekUuig tod F 
ttberein. Denn bezeiti^hnet 'inÄn die Wifik^I iswiKchen F' und 
den Coordlnatenaxen x y »' durch «' ^' /, dagegen die Win- 
kel zwischen V uttd dto Coordiaftteiiaxea x^ y^ % durch a^ 

X' F' Z' 

/?• y*, SO hat man zunächst cos «' = rp, cos/J'= -pr, «os/= ^, 

dann auch die GMchitigen 

oosa* = cos« co8a+ cos/fcofl«'+ CO«/ cOBa'mt 
X'cosa+ F'cosa'+Z'cosa" 

cos/J*= cosa' COS 6 + cos/J' cos 6'+ ios/ cos 6" = 
X^ cos t + r cos 6 + Z cos 6^ 

cos ;'• = cos a cos c 4- cos ^' oos c'+ cos / cos c"«c 
X' cos c 4- r cos c + Z' cos c^ 

Substkuirt man hierin die obigen Werthe von X' T Z und 
werden die Gleichungen 1) und 2) so wie, dass V z= V ist^ 
berücksichtigt y so erhfilt man 

cos «'' = ~ ^ cos a 
y 

cos ^ ^ — i= 0015 ft 

COS y*^ t= ~ = cos y 

oder a* :=: Oy fi zs: ß, y^ =z y d. h. die Richtimg d^ Kraft 
F am Puncto wird, welches Coordinatensystem daselbst auch 
angenommen sein mochte, unverändert wiedergefunden. 

$. 134. 
Demnach isl erwiesen, dass im Fall die gegebenen Kräfte 
^\i ^2) h u- s- '^^ ^n ihren Angriffspuncten gleiche Wirkung 
^e ein Kräfl^alEir haben, welches geschieht sobald X tt±s 0^ 
F = 0, Z = ist, und X, Jlf und JV nicht alle drei gleich 
Null sind, 'ttian an Jedem beliebigen hincle im Rdfmie titil 
einem brfidblgf f eriehteten techtwinkligen Ooordinateniry^ieai 
immer da^däftid Moment W mit dek'^lben Axe fia<teii' werde. 
Dieses Moment W heisst Principalmoment, es ist das 
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glaste Mommt welohea 4ie g^egebenen Kräfte Fi l>^ l^^ v. s. w. 
bervorbring*«!. Dmhi ie^ Hone*! in. Bexiehimg: auf Qine an- 
dere Axe, die man immer al$ die Axe OX" aaffiaanen kanii, ist 

wo X' den Winkel zwischen die^r Axe iHid der Axe de» Prinr 
cipalmoa^ats verstollt^ oder aueh 

mithin kleiner als TT. Überhaupt lassen sich aus dem Princi- 
paboDomenty die Momente^ in Bezidiuag auf andere beliebige 
oder sonst gegebene Axen nach den Gesezen der Zerlegung 
der Krülfee nadiweisen, da Ar die Zu^ammeivietAUng und Zerv- 
leguQg der Mt)i[ieiite dieselben Gesetze getteo, wie (tr die Zu<- 
aammenaetsung und Zerlegiing der KrJlftev -mi Ofi^ Vtiii€>|^J- 
momenl und die Bicti^ng dex Axe desselben erg^ea ach %m 
den gegebenen Kräften fi, P2, P3 n»ft.V. und den Coordinati^n 
der AngriffspuQcte dies^i Kräfte oaek den Fennehi @) 9) 19) 
13) und 14) des S. U7, 

£. Die Kräfte haben die Wirkung einer eiDTachen Kran. 

i. 135u 

S(dleii di^ gegebenen Kiräfte Pi P% P^ ¥f8^w, gleiche Wir- 
kung wie eiae einzige Kmft haben^ «q darf V i^kt gi^eicb Null 
sein. Dagegen kann W entweder =^ 0, ad^r y.9;(l NuU yer- 
aqhiedpn sein. Ist W^O sp i^t die Wirkung d^^f gegebenen 
Krjifte der Wirl^ung von V api A«griff3pw;ict^ gleich. I(^t 
aber W von Nujl verscbi^d^en, 1^0 I^^s«, d?fl?i\ ^ine ^inzige rer- 
sultirende Krs^ft entsteht, di^ Richtung V09 V in der Ebene des 
Kräftepaares W liegen (§. 1,28). Die eine Kraft de» Paares lässt 
sich nun auf V legen und mit dieser zu einer Kraft vereini- 
gen, die der anderen Kraft des Paares parallel, aber entgegen- 
gesetzt gerichtet ist; also mit dieser zu der resultirenden Äraft 
Y zusammentritt, deren Richtung nicht durch den Anfangspunct 
O der Coordinaten geht. 

Die nöthige Bedingung dafür, dass die gegebenen Kräfte 
Fl F2 Fs |U. s.w. auf Kräfte zurückkommen, deren Richtungen 
in einer Ebene liegen, wird durch die Gleichung 

x.L + y.if 4. z.jv = (1) 

gegeben, deren Grössen nad^ den Formeln (5) bis (10) des 
§, 127 berechnet werde». 
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Zum Beweise dieser Behauptung mag zuvörderst d^ Win- 
kel CO bestimmt werden , welchen die Richtung Ton V mit der 
Ax6 des Paares W einschliesst. Die erstere bildet mit den 
Coordinatenaxen OX, OY^ OZ die Winkel a, /?, y ; die letztere 
hingegen die Winkd X, /y, i/; folglich ist 

cos w = cos « . cos X + cos /^ . cos /* + cosy .cos r, 
oder wenn die Werthe (12) und (14) des $. 127 substituirt 
werden 

jr.L+ Y.M-^Z.N 
cos 10 = y^w • (2) 

Fällt die Richtung von V in die Ebene des Paares W^ so ist 
w BS 90^, also cos « = 0, woraus die Nothwendigkeit der 
Bedingungsgleichung (1) hervorgeht Wäre W = 0, so würde 
auch L =& 0, M=s 0, iV SS sein, und die Gleichung (1) eben*- 
falls erfüllt werden. Wäre F=0, so hätte man auch Jr=0, 
y=xO, Z>3=0, mithin würde die Gleichung (1) ebenfalls beste- 
hen. Der Gleichung (1) ist also in den Fällen entsprochen, wo 
die gegebenen Kräfte gleiche Wirkung mit Kräften in einer 
Ebene haben, die mithin entweder auf eine einzige Kraft, oder 
auf ein Kräftepaar zurückkommen; 

Sollen demnach die gegebenen Kräfte Pi, ^2? h ^- s. w. 
gleiche Wirkung wie eine einzige Kraft haben, so muss V von 
Null verschieden und XL + yjlf + ZiV r= seßn. 

Die Grösse der resultirenden Kraft Bist =:r=V^A'2+y2+Z*, 
ihre Richtung ist durch die Winkel a ft ;', welche sie mit den 
Coordinatenaxen einschliesst, bestimmt; man hat 

X Y Z 

cos ^ — ^y <>ÖS /? = gj COS y = ^. 

Die Gleichungen der geraden Linie, in welcher die Kraft 
R wirkt, werden wie folgt gefunden. Man bezeichne mit x, 
y, ;» die Coordinaten des Angriffspuncts der Kraft A, im Fall 
W von Null verschieden ist, so findet man, da — R mit den 
gegebenen Kräften im Gleichgewicht sein muss^ die Gleichungen 
L — Y» + Zy = . ] 

M— Zx+ Xx = 1(3) 

iV— Xy+ Kr= j^ 

zur Bestimmung des Angriffspuncts. Indessen liefern diese 
Gleichungen keine bestimmten Werthe dieser Coordinaten^ w&l 
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eine derselben aus den beiden anderen von selbst folgt. Denn 
multiplicirt man die erste Gleichung mit X, die zweite mit F, 
die dritte mit Zj addirt sie dann zusammen und berücksich- 
tigt (1) so zeigt sich eine identische Gleichung. Die vorste«- 
benden drei Gleichungen bezeichnen also nicht einen Punct, 
sondern eine Reibefolge von Puncten, die auf einer geraden 
Linie liegen, welche die Richtung der Kraft R enthält. Jeder 
Punct dieser geraden Linie kann als Angriffspunct der Kraft ß 
angesehen werden. Diese Linie läuft den Gleichungen 3) zu- 
folge nicht durch den Anfangspunct 0. — Sind aber L, My N 
also auck TT = 0, so werden die Gleichungen dieser gera- 
den Linie 

Zy — r» = ) 

X» — Zx=0 [(4) 

Yx — Xy=:0 \ 

d. h. nun geht die Linie, auf welcher der Angrifbpunct der 

Kraft R zu nehmen ist, durch den Anfangspunct der Coor- 

dinaten. 

Die Gleichung der durch den Anfangspunct laufenden 
Ebene des Kräftepaarcs W, deren Axe mit den Coordinaten- 
axen die Winkel A, //, r einschliesst, ist 

0? . cos A •+- y . cos /f + 2 • cos «/ = 0, (5) 
von deren Richtigkeit man sich durch die Bemerkung über- 
zeugen kann, dass die Projeclion eines beliebigen Puncts die- 
ser Ebene auf deren Axe, mit dem Anfangspuncte zusam- 
menfallen muss. Durch Substitution der Werthe cos X s= ttl, 

M N ■ ^ 

cos /< Ä= — , cos ♦' = ^ nimtat diese Gleichung auch die Ge- 
stalt 

L.x + M.y + N.a = (6) 

an, wo X y » die laufenden Coordinaten bezeichnen. 

Da die gegebenen Kräfte Pi P^ u. s. w. auf eine einzige 
Kraft Ä zurückkommen, so muss die Richtung von R in der 
Ebene des Kräftepaares W liegen, folglich müssen die Gliei- 
chungen 3) welche die gerade Linie bezeichnen, in welcher 
Ä wirkt, der Gleichung 6J entsprechen. Dieses geschieht in 
der That, denn multiplicirt man die erste dieser Gieichungen 
mit rr, die zweite mit y, die dritte mit % und addirt sie zu- 
sammen, so erhält man die Gleichung 6). 
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8. 13«. 

Beliebt man die gegebenen Kräfte J?i P^ P5 u, s. w. nicht 
auf den Punct 0, sondern auf den Punct 0', dessen Coordina- 
ten gegen dureb p, q, r bezeichnet werden mögen, so än- 
dert sich irti Allgemeinen das Moment W in W um, während, 
wenn die Richtungen der Coordinatenaxeh beibehalten werden, 
die Coordihatenkräfte X, F, i nebst F unverändert bleiben. 
Denn nach den Formeln 1) 2) 3) des $. 131 werden die Mo- 
mente fdr die neuen Axen 

r = L -j- Zq — Yr V 

«'— M + Xf— :ip \{T) 

r = N + Yp — Xq, ] 

also ist 1V = V L' * -f- Jlf' + iV' ^ von fT verschieden ; auch 

hat die ^bene des W eine andere Lage als die Ebene von 

L' M' N' 

Wj da 00s A' s= — , tw fi =0 — ^, 00s p == --p andere 

Werthe als X (li v für X fx v liefern. Nur wenn Iq — Yr 
=: 0, Xr — Zp z= und Yp — Xy = sind, d. h. wenn 
der Punct 0' auf einer durch gezogenen geraden Linie liegt, . 
die der Richtung von A parallel ist, bleiben X, M^ N also auch 
W unverändert. 

Indessen zeigt sich für den neuen Anfangspunct 0', dass 
den gegebenen Kräften genau dieselbe resultirende Kraft zu- 
kommt, wie wenn sie auf den Punct bezogen gewesen 
wären. 

Denn erstens fmdet man die gegebenen Kräfte von glei- 
cher Wirkung mit Krtöeu die in einer Ebene liegen, da sich 
aus 7] die Gleichung 

rx + M'Y + iV'Z = 
herausstellt, insofern der Gleichung 1) entsprochen ist. ^ 

Zweitens ist die Grösse der resultirenden Kraft in dem 
neuen Coordinatensystem für den Punct 0' dieselbe wie in 
dem Coordinatensystem für den Punct 0. Denn sie tritt aus 
der Kraft V und einem Kräftepaare , dessen Ebene die Rich^ 
tung der Kraft F in sich enthält, hervor; woraus folgt, dass 
auch hier die resultirende Kraft d^r gegebenen Kräfte Ä =«= F 
::;:; ß gefunden wird. — Drittens fällt die gerade Linie für 
die Richtung der resultirenden Kraft R aus dem Coordinatea- 
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System 0' berechnet, mit der Linie f&r Jt aus dem System 
berechnet, völlig zusammen; Man erhält nSmIich die Glei- 
chungen f&r jene Linie R auf <fieselbe Weise wie die Glei- 
chungen 3] für die Ton R gefunden sind. Diese stellen sich, 
wenn al y d> die Coordinaten eines Angriffspuncts von K in 
dem System (ß genannt werden, in der Form 

i' _ Y^ + Zy = 1 

JT'— Za?'+ Xsi = j{8) 

IT — Xrf + Yx' = Q ) 

dar. Abe^ eben dieselben Gleichungen findet man auch aus 
den Gleichungen der geraden Linie , in welche die Richtung 
von R fällt. Denn besiebt man die Gleichungen 3) auf das 
System O^ so hat man a? = p+a?', y=j'4~y'> » = r 
4- t! nach den Regeln der Coordfaiatenverwandlung zu setzen. 
Dadurch bekoimnt man ans ä) die Gleichnngm für die Linie 

L ^Yr ^^ Zq ^ F»' + Zy = } 

jf _ Zp + -Xr ~ -2%^' + J^»' = {(9) 

iv — Xy -h Fp — Ji^' + roj' = ) 

die mit Rücksicht auf 7) mil den Gleichungen 8] vollkommen 
übereinstimmen. Beide Liaien fallen also aufeinander. 

Endlicb zeigt steh noch die Gleichung der Ebene des Krftfte- 
padre^ W in dem Coordinatensystem für den Anfangspunct (f 

Um -f M'ti -f iVV ^ (10) 

wo a( 9 fl die laufenden Coordinaten vorstellea 

Pen Gleichungen 6) und 10) der Ebenen der Paare W und 
fF' enIspreokeR sowohl die Gleichungen 3) als die 8), welche 
der Linie für die Achtung der zusammeng^etzten Kraft >A 
angehören^ und die, wie eben gezeigt worden, dieselbe gerade 
liUiie bezeichnen. Die Linie för JB ist hlenmch die Durch*- 
sqhnitUlinie der Ebenen der Kräftefaare W und W d. h. die 
Bbone von W gehl durch den Punct und die Linie in wel^ 
ebcir R wirkt; dagegen die Ebene von W' durch den Punct 
O' nnd dieselbe IJ»ie von R bestimmt ist. — Es zeigt sich also, 
ößa$ die Rechnung dieselbe resultkendo Kraft aus den gege- 
benen Kräften liefert^ li^elchen Anfangspunct des Coordinaten^ 
Systeifis man auch iie Räume ani^ewliblt haben möchte. 

Der Grund dieser Erscheinung liegt in dem Umstände, 
das! bei jeder parallelen Yerseiziing einer Kraft R nach einem 
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anderen Angriffspuncte ff ein Kräflepaar hervorlriU^ dessen 
Ebene durch den Punct O und die Richtung von iß geht. — 
Es kann zugleich bemerkt werden, dass das Motoent dieses 
Paares gleich dem Product R . q ist, unter p das Perpendikel 
von ff auf R verstanden. Ist dieses Moment anderweit ge- 
funden = W und kennt man ß, so lässt sich daraus q be- 
rechnen. Auch sieht man, dass allen Puncten eines Cylinder- 
Mantels, dessen Axe die Linie für R ist, dasselbe Moment 
zukommt. 



F. Die KrSfle haben die Wirkang zweier Krähe, deren Richtungen 
nicht ih einer Ebene liegen. 

8. 137. 
Wir kommen zu dem letzten in §; 128 angemerkten Fall. 
Die Wirkung der gegebenen Kräfte ist der zweier Kräfte gleich, 
deren Richtungen nicht in einer Ebene liegen; oder sie kommt 
auf die Wirkung einer Kraft V -am Angriffspuncte 0, und ei- 
nes Kräftepaares zurück, dessen Ebene von der Richtung 
der Kraft V geschnitten wird. Es giebt nun keine einfache 
Kraft Fij die als gleichwirkend mit den gegebenen Er&ften 
angesehen werden könnte. Denn sonst müsste — Fi mit Y 
und W im Gleichgewichte sein, welches unmöglich ist. Zu- 
nächst -zeigt sich, dass — Fi mit V nicht in einer Ebene lie- 
gen kann. .Geschähe dieses, so würden sich jdiese beiden 
Kräfte entweder gegeneinander aufheben, oder ein Paar bilden, 
oder zu einer Kraft V^ zusammentreten. Im ersten Fall bliebe 
W wirksam, im zweiten Fall würde sich das Paar mit W zu 
einem neuen Paare zusammensetzen, und im dritten Fall be- 
käme man. die Kraft Y^ und TT, welche nicht im Gleichgewicht 
unter einander sein können. Wenn aber Y und Fi in ver- 
schiedenen Ebenen liegen, so lassen sie sich durch eine Kraft 
F5 und ein Paar W^ ersetzen; W kann mit Wi zu einem 
Paare zusämmengienommen werden, tmd man hiätte dieses Paar 
nebst F5, also wiederum kein Gleichgewicht. An eine weitere 
Zui^ckführung der Kraft Y und des -Paares W als auf zwei 
Kräfte, deren Richtungen nicht in einer Sbehe liegen, ist also 
jiicht zu denken. 

. Die beiden Kräfte welche V und W veilreten »öUen, kön- 
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nen auf unendlich yerschiedene Weisen bestinunt werden. Es 
ist gestattet durch den Punct in der Ebene des Paares W 
nach beliebiger Richtung eine beliebige Kraft Q anzunehmen, 
femer eine zweite Kraft — iß in derselben Ebene in dem Ab- 
stände = q von vorauszusetzen, und diese beiden Kräfte 
Q an die Stelle des Paares W zu setzen, wenn nur W = 
Q.q wird. Die beiden Kräfte V und an setzen sich zu 
der Kraft Qi zusammen, und es erscheinen nun Qi und 0, 
welche nicht in derselben Ebene liegen als die Stellvertreter 
V und W. 

Der Winkel w zwischen der Axe des Moments fT, und 
der Richtung der Kraft Y ergiebt sich aus der Gleichung (2) 
$. 135 

cos 0) = y-^ . (1) 

Unter den hier bestehenden Annahmen darf la nicht = 90^ 
also XL + FJK + Z iV nicht = werden. Sonst würden 
die Kräfte auf solche zurückkommen deren Richtungen in einer 
Ebene liegen. Man kann aber durch den Punct eine neue 
Kraft Po unter den Winkeln ao ßo yo gegen die Coordinaten- 
axen legen, dass die Gesammtwirkung von Pi Pg P3 n. s. w. 
und Po der Wirkung des Paares Wj oder auch der Wirkung 
einer einzigen Kraft gleichkommt. Im ersten Fall muss Pq der 
Kraft Y gleich und direct entgegengesetzt sein. Im zweiten Fall 
ändern sich die Coordinatenkräfte um, in X + Po cos »o, 
F + ^0 cos ßoj Z -|- Po cos yo ; ^^^ Momente L, M, N aber 
bleiben ungeändert, weil der Angriffspunct von Po in den Co^ 
ordinatenaxen selbst liegt, diese Kraft also kein Moment für 
sie hat. Die Bedingung 1] §.135 dafür, dass Po Pi P2 u.s.w. 
gleiche Wirkung mit Kräften in einer Ebene haben, wird 
hiernach 

(X + Po cos «0) L + (F + ^0 cos ßo) M + 
(Z + Po cos yo) N =0 (2) 

wobei noch zu bemerken, dass cos 1/0^ + cos ßo'^ + cos yo^ 
= 1 sein muss. Dieser Gleichung kann durch angemessene 
Wahl der Grössen Po cro ßo yo ^uf viele Arten Genüge ge- 
schehen. Besteht aber die Gleichung 2) und ist die resulti- 
rende Kraft aus den nach parallel versetzten Kräften P^ 
P2 U.S.W, und Po von Null verschieden, so kommt die Ge- . 



1 



188 

sammtwirkung' der Kräfte Pq A ^2 ^- ^* ^' "^^ ^^"^ einzige Kr»ft 
zuröek. 

$. 138. 
Betzieht man die Kräfte Pi P^ P9 u. & w;. nicht auf den 
Punct Oy sondern auf den Punet 0' ^ dessen Cocordinaten gei- 
gen durch Xy tfy % vorgestelll werden mOgen, hehält mw 
aber die Richtungen der Coordinatenaxeii I^oi^ sq bloilM^n die 
Coordinatenkräfte XY Z nebst V ungeäodart; dagegen äruiem 
sich die Momente L, M, N mithin auch das Moment W in 4r' 
Jf' N' und W um. Man hat für diw Pvmct Q' (g.. 131) 
l =^ L ^ X»~X^ l 

M' = M + X»— Zx (3) 

N' = N -{- Tx— X9 ) 

also 

W'^z=(L + Zy-rz)^-\- {III^XA~Zx)^^{]S+Yx~Xy)^ (4) 
Der hieraus hervorgehende Werth von W' bleibt nur in dem 
Fall ungeändert = ff, wenn den Gleichungea 
Zy — F» = 0, X* ~ Zaj = und Yx — Xy :^ (5) 
durch X y und 9 entsprochen wird, d, h« wenn n^an d^ Funct 
auf der Richtung der Kraft V verschiebt Bei jeder anderen 
Veränderung des Punets ändert sich sowohl W als die Rich- 
tung der Axe dieses Moments. Ein grösstes Vomeat W giebt 
es nicht, denn man kann nach 4) durch hinreichende Ver^ 
grösserung von x, y, a den Werth von W* inaanef noch mehr 
yergrössern. Dageg^ lässt sich eine Reihe von Punctea Q' 
nachweisen, für weichte da& Moment W* eüi Minwum wird. 

dW dW dW 

Zu dem Ende hat tnan — — = 0, -7— = 0, = zu 

dx dy dta 

setzen. Die dadurch hervortretenden Gleichungen skid 

Y (N + Yx — Xy) — Z [M + X» — Zx) = 
Z (L + Zy ^ y») — X (IV + Kl^-^ X^f) t^ Q 

X (Ä + X» — z«} -^ y (L + & — y«) = 

oder, wenn man die Multiplicationen ausführt und die Glei- 
chung F» = JC» + y« + Ä» berücksichtigt, 

yjV ^ ZÄ + V^x ^ X[Xx ^ r»-^ Z%) :p:Q 
ZL~ XN + Y^y -^ y (Äa? + yji + &) 5= Q 
X»^ YL •+ VH — Z [Xx ^ Yy .{- Zt) xx^ Q. 
Elüninirt vnm die Grösse Xx -\- Yy ^ Zn ^us je zweien die- 
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mt Gletohutigen^ so eHiält mui zlir Bestimmiiig der Coordi- 
naten des Pmleleß ff^ für ^y^Icheki das Moment W am klein- 
fttenvlMer kllen diesen Hamenten wird, die Gleiehungen 

L ^ JSy ^ Y^ 1=1 X [ LX -f MY + NZ) \ 

Jf -I- jr« -- to = JET {LX 4> Ji f r + ivz) 

iV 4. ya? — Ay = Z (LA^4-_tfrj^J^ 

biö eine dieser Öleichungert erscheint als Folge der beiden 
anderen, wetl i^ettn die erste mit X, die zweite wit y, die 
dritte mit t wwltiplldrt wird, feine identische Gleichung ent- 
steht. Deshalb bezeichnen die Gleichttngfeti B) eine geradtJ 
Linie, auf welcher die Puncte 0' angenommen werden müssen, 
damit das kleinste unter den Momenten W' der gegebenen 
Kräfte hervortrete. — Diese gerade Linie hat gleiche Richtung 
mit V. Denn die mit der Linie (6) durch parallel gezogene 
gerade Linie wird durch die Gleichungen 

Zy — Va = 0, X» — Za? z= 0, rj? — Xy =: . 

bestimmt, deren Richtung mit der von V zusammenrällt. 

Der kleinste Werth unter den Momenten W\ welchen 
wir durch [>F'] bezeichnen wollen, ist nach 4) und 6] 

[ir, ^ " + ''; + .^' „ 

Die Richtung der Axq desselben ergiebt sich aus den Winkeln 
K' .// v die sie mit den Coordinatenrichtungen bildet, nach 

i! iir iv* 

den TomeM cos J' '^ ^^ ««s jrt'^ ^, cos ♦''^ ^ 
welche vermittelst der GleichuBgeH \ 6) und 7) ki 

bosr — j- 

cos ,,' = 2 )^ 

, z 

cos l' = - 

ttbergeiiieti) woraus iM^ch'ifoigt, 'dass'>auoh die-Axe des Uein^ 
fiten Momente nit der mehMng von V zn^mmtiüMA. itSk 
hiernach ein Pündt 0' des kleinsteA Moments nach xlen Gl^i^ 
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chungen (6) geftinden, so liefert eine durch O mit der Rieh** 
tung von Y gezogene Parallele alle übrigen Puncte, für welche 
das Moment IK' denselben kleinsten Werth hat. — Dasselbe er- 
giebt sich auch aus der Formel 1) für die Bestimmung des 
Winkels o» zwischen der Richtung der Axe des Moments ff 
und der Richtung von F. Diese Formel verwandelt sich durch 
7) in 

cos 0) = -^ (9) 

und zeigt 9 dass o» = ist, d. h. dass die Axe von Vf mit 
der Richtung von F zusammenfallt , oder dass die Ebene des 
Kräftepaares W rechtwinklig auf der Richtung von V steht, 
wenn der Punct auf der Linie der kleinsten Momente liegt, 
so dass ff = \W^ ist. 

S. 139. 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass die Wirkung des 
gegebenen Systems der Kräfte Pj P^ u. s.w. an ihren gegebe- 
nen Angriffspuncten immer auf die gemeinschaftliche Wirkung 
einer Kraft V und eines Drehungsmoments W zurückgeführt 
werden kann. Der AngrifFspunct dieser Kraft F darf willkühr- 
lich im Räume gewählt werden ; die Grösse der Kraft F bleibt 
unverändert, sie ist die resultirende Kraft aus allen gegebenen 
Kräften des Systems, die an diesen AngrifFspunct versetzt wor- 
den sind; auch hat die Kraft F immer die gleiche Richtung, 
welchen Punct im Räume man zu ihrem Angriffspuncte gewählt 
haben möge. Dagegen hängt das Drehungsmoment W sowohl 
in Absicht auf seine Grösse, als auch in Absicht auf die Rich- 
tung der Axe desselben von der Wahl des Angriffspuncts der 
Kraft F im Räume wesentlich ab. Sobald als ein anderer An-* 
griffspunct für F im Räume gewählt wird,' bekommt W im All- 
gemeinen einen anderen Werth, und die Axe von Tf eine an- 
^dere Richtung. Jedoch zeigt sich bereits aus dem Vorherge- 
henden, dass wenn man den Angriifspunct 0' der Kraft F in 
der Richtung von F versetzt, der Werth von fF so wie die 
Richtung der Axe desselben keine Änderung erleidet Auch 
ist nachgewiesen , dass es eine bestialiiite gerade Linie |riebt 
die durch die Gleichungen (6) bezeichnet worden ist, deren 
jeder einzehe Punct zum Angriffspunct der Kraft F angenom- 
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men werden diarf, damit das zugehörige Drehungsmomeni TT 
kleiner werde, als wenn ausserhalb dieser Linie ein Punct zum 
Angriffspuncte von V angenommen wurde, und dass dabei zu- 
gleich die Richtung der Axe von W mit der Richtung von V 
zusammenfalle, während für einen Punct ausserhalb dieser Li- 
nie die Axe von W einen Winkd ai mit der Richtung von Y 
einschliesst, dessen Grösse nach I) oder 9] gefunden werden 
kann. — Es soll nun untersacht werden, ob es ausserhalb der 
Axe des kleinsten Drehungsmoments [fK] noch andere als die 
auf der Richtung von Y liegenden Puncto gebe, für welche 
das Drehungsmoment W einen und denselben Werth besitzt. 

S. 140. 

Bezeichnen wir die Coordinaten eines Puncts im Räume 

in Beziehung auf das ursprünglich zu Grunde gelegte Coordi- 

natensystem, für welchen das Drehungsmoment den Werth W* 

hat, durch x y s, so müssen diese Coordinaten der Gleichung 4) 

W'^={L + Zy—Y^Y-\-[M^XA—ZxY + [N'\'Yx — XyY 
entsprechen. Diese Gleichung, \ji welcher If ' als unveränder- 
lich anzunehmen ist, bezeichnet aber eine Fläche des zweiten 
Grades, deren genanere Untersuchung die Antwort auf die ge- 
stellte Frage liefert. Bringt man die Gleichung in die Form 
iäa?2+iiy+il"i52+2ßya+2fi'a?s f 2JB>y4-2ar + 2C7y -f 2C"» 

+ Z> = (10) 

so ist 

Ä=— yz ß'=— xz ß'=— xy [ (ii) 

C=m—MZ C'=rLZ — NX C'=MX—LY ) 

anzunehmen, wo W das Drehungsmoment für den Anfangs- 
punct der Coordinaten, W aber das Moment für den Punct 
0' dessen Coordinaten xy si sind, bezeichnet. — Die Gleichung 
4) oder die Gleichungen 10) und 11) geben aber eine durch 
Rotation um eine Drehaxe erzeugte Fläche an, deren Kenn- 
zeichen darin besteht, dass 

^ B'fi" ^, BB' ^„ BB ^ ^ . ^ 



*) Siebe Leroy analjüsche Geometrie im Raum, übersezt Yon.RauflT- 
manu. Siutlgart 1840. $. 253. 
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Denn jeder dieser drei Sfttae koolnt^ wtinn die Werlke «us 
11} subfttituirt werden, auf X^ + Y^ ^ 3^ d. h. ««f F> ^ii« 
rück. — Die Gleicfauqgen für die Drehaxt nsd*) 

oder, nach Substitutioii der Werlhe a«B 11) mil B^rtcknehli- 
guttg dass X« 4- y* -t* Z« = F« irt, 

i^%+— pj-)=XZ(y+— ^^5-J=jry{»+ --yj— ) (12) 

Diese fileichunfen stimmen mit den oben giefnnfdenen 6) fiber-» 
ein. U«i dieses an iat Gleidum^ «Mischen y Md «, welche 
der Projection der Drehaxe auf die y% Ebene zugehört, zu 
zeigen, so haben wir aus It) 

X(LX+irY + iyZ) — £.F« 

*= p 

oder 

welche mit der ersten Gleichung 6] tibereinstimmt. Auf gleiche 
Weise ergiebt sich die Übereinstimmung der Gleichungen 12) 
mit den beiden anderen Gleichungen 6). Demnach fällt die 
Drehaxe der obigen Rotationsfläche 4) mit der Linie des klein- 
sten Moments [W"\ zusammen, und hat die Richtung der Kraft 
F. Da nun eine Versetzung des Puncls 0' in der Richtung 
der Kraft F, also parallel der Drehungsaxe, keine Änderung 
im Drehungsmoment W hervorbringt, so stellt sich die Fläche, 
deren sämmtlichen Püncten dasselbe Drehungsmoment W zu- 
kommt, als eine cylindrische Fläche mit kreisförmiger Basis 
dar, deren Axe mit der Linie des kleinsten Moments \W"\ zu- 
sammenfHUt. 

«. 141. 
Will man die (ä^sse des Kreises %estimmen, welcher die 



♦) Leroj a. a. 0. g. 255. 
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BsLSis 4er. cyliiultisQhen Fläche abgebt, für derm jeiten Fmuet 
das Moment W einerlei Werth hat: so isl.die Gleichung dw 
Schmttfgnr aufansucheii, welche die cylindrische FJflche mit 
einer Ebene liefert, die rechtwinklig gegen A\e Dfehexe gelegt 
ist. Ztt. diesem Ende stellen wir die folgende Betrachtung «n. 
Es sei der Anfangi^unct der Coordinaten, auf wekbe 
das System der KJrafte Pi P^ 's n. s. w. orsprunglioh besogan 
ist; OX, OY, OZ (Fig. 71) sollen die rechtwinkligen Coordma^ 
tenaxen vorstellen, vnd OF mag d^e Richtung der aus allen 
Kräften P| ¥<i P^ tt.s.w., nachdem sie nach parallel veraetst 
sind, renoUirenden Kraft Y beseiehnen. Diese tRicbtang sithlieSst 
mit den Coordinatenaxen OX, OK, OZ die Winkel ü^.j^.einj 
welche durch 

X . y. •. -. Z ■ 

cos 0/= y, COS /3 = -, COS ;' === - 

festimiiit shd. Die Gleichungfen dieser Llilie OV, welche pa- 
rallel mit der Drehaxe der cyKndriseheir fltcbe ist; sind dem- 
fl«eh • . • 

X r 

Legt man nun durch den Punct O eine Ebene rechtwinklig ge- 
gen OV, so steht diese auch rechtwinklig auf der Drehaxe der 
cylindrischen Fläche, und ihr Durchschnitt mit dieser liefert die 
gesuchte Sehnittfigur. Die Gleichung dieser Ebene OX'M ist 
X ' ¥ ' '•'.!• 

_a? + -.y + » = oder X» f- Fy + Z» = 

deren Grundschnitt OX' in der ocy Ebene also ourch die Glei- 
chung 

y = — j . X ' : •.. . 

bestin^mt wird. Bezeichnet man den Winkel XOX durch r/;, 
so ist tang y. = — -. , mithm ^ . , i ' 

— y . X 

cos qp = > ; . ^ . , , sm ^ ,= ■ X. : . '» 

Um die Gleichung der Sehnittfigur, nicht deren Prdfecäon 
auf eine der Cöordii^attoebenejqi^^zu .erhalten^ beziehen wir^sie 
auf zwei recbt7vin]Klige Coordinatenaxen in der Ebene der Schnitt- 

Ulricli. I««M.4.|ImIi. 13 
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fifnr. Die eine dieser beidmi Axen sei der Grundschailt OX\ 
so dftss die Coorditiateii eines Punets M der Schfnttebehe ib 
Beziehung auf diese Axen durch OR sc x und RM zr y^ ym-* 
gestellt w^den^ wobei wir voraussetzen dass MQ ein Ferpen«* 
djkel Yon Jf auf die xy Ebene^ und die Linien QR^ MR recbt-^ 
winidig gegen OX' seien. Der Winkel ^JUlf ist der Neigungs- 
winkel der Schnittebene g^en die ^ Ebene ^ welober dem 
Winkel ZOV sn f gleichkommt. Die Coördinalen des Püncts 
Jf in Bezug auf die ursporüngUchen Coordinatensxen sind OP 
tats a?, PP ::= y, 0* = », wenn 0P paraUel igtAX OY gezogen 
ist Diese Goordinaten lassen sich durch x y föigend^maassen 
ausdrücken 

a? = a?' cos r/) 4- y cos;/ sin 7) ^ 

y = a?' sin 9) — y cos 7 cos^ / | (13) 

» = — y sin ;' ) 

welche W^rthe der Gleichung deir. Scbniltebene Xm'^l[y-\-lA 
z=0 wie es sein wuss, entsprechen, 

Durch Substitution dieser Werthe in der Gleichung 4) er*«- 
hält man die Gleichung der Schnittfigur jener cylindrischen 
Fläche mit einer Ebene die rechtwinklig auf 4er Di^ehungsaxe 
der Fläche sieht, iii Beziebung auf Coordinatenai^Qn, welche in 
der Ebene der Schnittfigur liirg^n. Diese Glejphung ist 
[L -}- Z (» sinr/v— y.'cosj'cosy) ^ Yy Any^ 

4* [* — Xjf'siny — Z («' cos qp +y COS;/ sin <^)]* 

4- [^+ y(a?'cosr/4-y cos;'Siny)— X(a?'sin9}— y'cos;^cos^;)]2 

oder, wegen y sin^) + ^ cos y = 0, 

\L -f xi sin 9) -|- y (^ sin;/ — Z cos;/ cbsy))]^ -f" ) 

+ [*— a?'Zcosy— y'(Xsin;' -f-Zcosysiny))]*4- |(14) 
+ [iV + a?' (y cos y — X sing))]* 3^ W^ \ 

Entwickelt man die im ersten Satze dieser Gleichung ange- 
zeigten Ooadräte, und werden die oben angegebenen Werthe 

Z 

von sin 9) und cos tp berücksichtigt, auch cos ;^ =r -, sin;' 

= iF-— , und X« + y^-f-Z2'=,F« substituift: so zei- 

gen siqh die CoefQcienten yon a?'* == F*, von y^ ebenfalls 

«e ' . M ,1 ^ . 2Z(iJi;+ify+JVZ)— 2AT« 
= F^ von iry'rrNull; femer von a: r= -' , 

.-';•» V x«+y» ' 
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welcher OocrfficiMt vregen des Werthes 7) mch ^ult^h 
— ausgedruckt werden kann; von y 

= ^^i ^^ — ^^ . endlich ist L« + * 2 + iV« = W^. Die vor- 

stehende Gleichung 14] verwarideM sich dadurch, nachdem zu- 
vor noch durch K* divfdirt ist, in (15) 

welche offenbar einen Kreis bezeichnet. Sind | und i; die 
Coordinaten des Mittelpuncts dieses Kreises und ^ dessen Ra- 
dius, so kann diese Gleichung leicht in die Form 

(«• - $)^+ (y' - # = *,* 

gebracht werden. Man hat 

_ MX ^ LT l ^ J 

^ '^ Fx^ X« + W 
Dieselben Werthe der Coordinaten des Itittelpuncts des Kreises 
findet man aus den Gleichungen 6) wenn darin nach 13) 
it =^ f cos q) -h 7] cöS y sin q> ■ 

y rrr f sin 7!) — y/ cos /^ cOs ^ 
» =1 — f] sin y 
substituirt werden. 

Den Radius o des Kreises Uefert nach 15) die Gfleichung 

^. "" F* "^ . F«(X:2-f r«) . 

Bringt maA den zweiten SbUs auf gleiche Benennung ^ setzt 
dann IT' s X.' + Jf ^ rf if.2, und berückrichtigt dass naph 7) 
IX + MY&ViW'^-^NiisiySO ergiebVöich 

Hierdurcb ist nuH^ die oylindrisobe Obepflftohe^ für deren 
jeden Punct dasselbe Drehungsmoment W gilt, vollständig be- 
stimmt. Die Coordinaten eines Functs der Axe dieser cylin- 
driächeii Oberfliebe ergeben Biob aus 6), dte Richtung dieser 
Ako slSmmtxmil d«r RieMung vo» V «b^reiui. Damil aber i«t 

13* 
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die Axe das Cylinders fortgelegt. Der Durchmesser des Cy- 
linders hängt von W* ab. Man erkennt ans 17), in welcher 
Formel [fT] den Werth 7) hat und T=\^X^+ I'^ + ^Z» ist, 
dass der Durchmesser des Cylinders mit W* fortwährend zu- 
nimmt. 

$. 142, 
Es ist nun leicht nachzuweisen, welches Drehungsmoment 
W man an irgend einem Angriffspuncte der Kraft V im Räume 
mit V zu verbinden habe, um gleiche Wirkung mit dem ge- 
gebenen System der Kräfte Pi P2. P3 u. s. wi hervorzubringen. 
Nachdem nämlich die Grössen X Y Zj L^ M^ N, a, ß, y so 
wie Tund [W] berechnet sind, woraus sich die Richtung und 
Lage der Axe des kleinsten Drehungsmoments t^T], welche 
zugleich die Axe der oben erwähnten cylindrischen Oberfläche 
ist, ergiebt, hat man von dem beliebig, gewählten Angriffspuncte 
0' der Kraft V\ das Perpendikel auf diese Axe herabzufallen, 
und die f^änge desselben =z g zn messen. Das Drehungsmo- 
ment W welches mit der Kraft F an O z« verbinden ist, um 
gleiche Wirkung mit den gegebenen Kräften Fi P^, u. s. w. zu 
erhalten, findet sich aus 17) nach d er Formel 

W: .= V^[»rT + 9^V^ (18) 

Die Richtung der Axq. dieses Drehungsmoments W' schliesst 
mit der Richtung von F. am Puncto (X den Winkel w ein, der 
durch 

bestimmt wird. Dieser Winkel w hängt also von g ab. Er ist 
= wenn p = ist d. h. die Ebene dieses Drehungsmoments 

•TF' steht rechtwinklig auf der Richtung von F w^mi der Punct 
0' in der Axe des Cylinders liegt; dagegen ist er sc 90^ wenn 
() = 00 angenommeh* wird d. h. die Ebene des Drebungsmo^ 
ments )f' schliesst einen immer kleineren Winkel mit der 
Richtung von F am Puncto 0' ein, je grösser q wird, ohne 

'tadiissen je mit der Richtung von> Fausammeafallen zu können. 

S- 143. 
rZwF vollfiländigen Bealimmting der Lage.iler Axe des Dre*- 
ikunfsmoiiieits W 4mien, die Winkel Jl' ^ft* i<' zwiMhen ihr 
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und d^n Richhmgen des iirsprünglichen Cüordinatensystemes. 
Diese Winkel werden aus 

L' ; r , N' 

gefunden, ih denen für V M'^'W' W" die Werthe aus 1) bis 
4) des $. 131 zu setzen sind. Es wird sich sogleich zeigen, 
dass dife Axe von W* in der Tangenttalebencf der bisher be- 
trachteten cyÜrtdrischien Fläche liegt, utid da diese Momenten- 
Axe ausserdem für alle Puncte, welche auf demselben. Kreise 
um die cylindrische Axe liegen, und denen derselbe Werth 
von W zugehört, den gleichen Winkel w mit der Axe des 
Cylinders einschliessen , so folg^ dass die Axen von VT auf 
einem Umdrehungs*Hyperboloid mit einem Mantel liegen, des- 
sen Kebikreis q zum Radius hat. — Um dieses nachzuweisen 
wollen wir zunächst die Richtung der Projection der Axe von 
W auf die x^ Ebene aufsuchen, indem wir dabei als projici- 
rende Linien die ParaHelen mil der Axe der cylindrisohen Fläche 
annehmen. iZieht man durch den Punct 0' auf dem Umfange 
des Kreise;[^, dessen Ebene durch den Anfangspunct reehtwink- 
fif gegen die cylindrische Axe gelegt ist, eine Linie parallel 
mit dieser Axe-, so sind die Gleiehvagen dieser Linie 

-X Y 

a? = - . » uttd y ^= — . », wobei 0' als Anfangspuilct än- 
Z Z 

genommen ist. Ebenso sind die Gleichungen der Kxe von H^ 

. cos X ' ' COS/t' - , 1, . . ^ ,. /^, . , 

X z=z . und y = • — ^ . a, folglich ist die Gleichung 

cos V cos r 

der Ebene *) welche am Funde 0' durch diese beiden Linien 

gelegt ist 



*) Diese Gleichung hat die Form Ax -^ By'\- n :=z ^ da die Ebene 

X Y ' 

die erste Linie in sich aufuebmen «^11, so muss i4.- 4-^«— 4- 1=0 sein, 

und da sie auch die zweite Linie enthalten soll, so muss A , -f" ^- 

€OSy cos« 

-|- 1=0 sein. Aus diesen beiden Gleichungen hat man As=: !-II —;, 

Xcos/t^lfco»^. 

Bss: Z -,. Dtttch,$qbstit9Üoii dieser Wef^e wgisbt 8ic)i di« 

Xcosf* — YcobI' 

obige Gleichung der Ebene, welche am Puncte 0' durch die Axe Ton 
W* parallel mit der Axe der cylindrischen Fliehe gelegt ist ' 
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s=^ (rcQPp— ZfiP«i//)a54^(^co8i'--iXc0»v>+{Xloos/r'— rpo$A')» 
Die GleichunfT des Grundschnitts die&er Ebene in 4fr «y Ebene 
findet sri^jh hieraus indep man s = se^zt. Es ist also die 
Gleichung der Projectioa der Axö Von W' m der xy Ebene, 
iireni^ die y rojlcjrenden pnien pamllel mit dfir cyliiidriscfaen 
^e «ng^AQnweQ i^erden, 

,0 ;c= [Y cois yV- f pofi/0 « -f (Z cos 4— X cpjsr )jr 
wo weg^p » = nacJJi 1) 2) 3) des $, J.31 zu seM^en sind 

COSA'c^?^^, COS/r= -|p-, C0SI^= fT 

Durcb Substitution dieser Werthe findet sich 

y _ JfZ-iVr-(F^+Z>+3Cry 

4; ~ iz— jvi— xr«+(J»+z%' ^ ' 

welcher Ausdruck die trig. Tangente des Winkels bezeichnet, 
welchen die Projection der Axe von W mit der x Axe ektschliesst. 

Nun findet man ferner die Gleichung »des Durchschnitts der 
cylindrischen Fläche 4) mit der xy Ebene, wenn man in dieser 
Gleichung 4) » = setzt. Daraus entsteht 

• IF'2 = (L + Zy)«-).(*-Z«)2+(iV+Kr-J^)^. 
Legt man an diesen Grundschnitt der cylibdri^cheia Eläohe mit 
der xy Ebene, eine Ta^tente, so Achliesst dieselbe mit der x 

du 
^e ei^en Wjlfkel ein, d^siss^p trigonometrisqbe Tangente =^ — 

dx 
ist. Aus vorstehender Gleichung ergiebt sich aber 

dy ^ MZ-^Nr-{Y^-^Z^)x+rX,y ^ 
dx Li^NX—YX.x + (X^+Ä V ; ^ 
Da dieser Aufdruck mit (20) übereinstimmt, so folgt, dass die 
Axe des Drehungsmoments W in der Tangentialebene d^r cy- 
lindrischen Fläche 4) liegt, mithin bei der Umdrehung des Functs 
0' um die cylindrische Axe das oben bezeichnete Hyperboloid 
beschreiben wird. 

$. 144. 
Es ist nach den vorstehenden Untersuchungen leicht, die 
Wirkung eines gegebenen Systems von Kräften zu bestimmen, 
also auch für einen gegebenen Punct im Räume die Kraft und 
das Kräflepaar anzugeben, welche mit dem System im Gleich- 
gewicht «iad. Man lege durdi einen beSebigen Punct im 
Räume als Anfang^punct der Coordinaten drei rechtwinklige 
Coordinatenaxen, .auf wßlch^. sowohl die Angrifispunctf^ als die 
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Riehluiig^ii ider f^gtibenan Krüfte bezogen werden^ lud be^ 
rechna X Y Z bo wie V^ ferner Zi^ JT, iV «nd IT nadi $. 127, 

1) Zeigt sich nun sowohl F = als fF = 0, so $in4 
die gegebenen , Kräfte unter einander im Gleichgewicht. 

2) Zeigt sich F = und W nicht = Ö, so kommt die 
Wirkung der gegebenen Kräfte auf die eines Paares zurück, 
welches an jeder beliebigen Stelle im Räume angenommen 
werden kann und dessen Moment und Axenrichtung nach 
S. 127 bestimmt wird. Man fndet in diesem Fali zugleich 
LX ^MY + NZ :=zO weil J ;= y =: Z =:^ ist. 

3) Zeigt sich F nicht =0, aber W=Oj in welchem Fall 
wegen L = Jf = iV = zugleich LX + IfF + iVZ = 
ist, so ist die Wirkung der Kräfte gleich der einzigen Kraft V, 
deren A^grifflspunct in der durch gehenden Richtung von F 
beliebig aogenommen werden kann.« Will mm den Angri(r&-H 
punet der Kraft F, bei unveränderter Ricbtwg derselben an 
irgend eineiM anderen Pun<^te 0' im Räume annehmen, so mujss 
man n^t dieser Kcaft F noch ein Kräfte{mar vereinigen, dessen 
Momefiit WssüV.g ist^ und dessen Ebene mit der Ebene OVif 
zusammettisyytt. Denn da jet^t das kleinste Drebungsmament 

[fF'] = ist, so hat man aus IT) $. 141 q^= -— , woraus 

W' zs: ¥g folft. Die Ebenen aUinr dieser Kr&ftef^aüire schnei-« 
den sidi in der Linie OV. 

4) Zeigt sich F nicht ^ and W ntoM ;^ 0^ so.musA 
zuvörderst noch untersucht werden, ob LX + MY + JVZ = 
sei. Ist dieaer Gleichung entoprpchei^y so wirv} düs kleinst^ 
Drehungsmoment [fF'] = und das gegebene System, kommt 
auf die einzige Kraft F wie in Nr. 3 zurück. 

Der AngriiTspunct dieser Kraft liegt in der ()urcb die Glei- 
chungen 6] S. 138 befitiminten Geraden, welche jetzt in , . 

L + Zg ~ y» = 

M+ X* — Za> ^0 

N^ Yx— Xv^O 
übergehen. Ist hingegen der GJleichung JLX + MY -f iVÄ ^ Q 
nicht entsprochen, so lässt siok das System der gegebenen 
Kräfte überall nur acf mne Kraft F m\ ein^m Kräftepaar;^ W 
zurückführen, dessen Direhungsmoment und Axenrichtung von 
der Steife im Räume nbhäugig ist, die man ^um .AxigriflTBpwicite 
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der Kraft V gewählt hat. FälH man von diesem Angriffispunole 
das Perpendikel ^ auf die Gerade, deren Gleichungen nach (6) 
|. 13» 

Jlf + -X» — Za? = ? \W'\ 

sind, so ist das Drehungsmoment des zugehörigen Paares W* 
= V^[lf"]*-f j>* V^ und die Axenrichtung ist durch coswz:;--— - 

bestimmt. 

Will man die Wirkung des Kräftesystems auf eine gege- 
bene durch 0' laufende Drehungsaxe kennen lernen, so lege 
man drei rechtwinklige Coordinatenaxen durch C, deren eine 
mit jener Axe zusammenfallt, und bestimme nach der bekann- 
ten Zerlegung der Momente die Componenten L" M" N" von 
W in Beziehung auf diese Coordinatenaxen. Gilt L*' fttr die 
gegebene Axe, so besteht die Wirkung der gegebenen Kräfte 
darin^ das ganze System um diese Axe mit dem Moment L" 
zu drehen, und in Folge der beiden anderen Momente M'' N" 
nebsl der Kraft F eine Yerrückung der Axe hervorzubringen. 
Es lässt sich hieraus der Druck bestimmen, den die gegebene 
Axe von den Kräften auszuhalten hat. 

Toh den Parallelkr%ftea Im Baume 0Dd deren Gleicbgewicbt. 

S. 145. 
Werden die Richtungen der gegebenen Kräfte Pi Pg ^3 
u. s.w., deren Winkel gegen die Coordinatenaxen OX, OY, OZ 
durch «1, (fiy ;'! ; «2, /*2j r^ u-s. w. bezeichnet wurden, und 
deren Angriffspuncte durch die Coordtnaten Xi y^ «1, X2 ^2 ^2 
u. s.w. gegeben sind, unter einander parallel vorausgesetzt: so 
so sind die Winkel «i 02 «5 u. s. w. ; ßi ß^ ß^ u. s. w. und 
y\ y2 /3 w- s. w. einander gleich, wofern die Parallelkräfte 
sämmtlich gleichgerichtet sind; wenn aber einige unter den 
Kräften gegen die anderen entgegengesetzt gerichtet sind, so 
erscheinen die ihnen zugehörigen Winkel als die Supplemente 
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derjenigen, welche den anderen Krftften zukommen. Man darf 
also in den Gleichungen des §. 127 ui =s 02 =^ ^3 s= n. s. vr., 
ßi = ß^ = fis = u,«.w., /i =r ^2 = ys =11. s.w. setzen, 
insofern man die entgegengesetzt gerichteten Kit fke negativ in 
Reehaung inringt. 

Die Gleichungen 5) 6) 7) des $. 127 werden min 

X = (Pi + />2 + P5 + :..). cos«i ; 

F = (Pi + /*2 + i's + ...)• cos^x [ (1) 

Z «= (Fl + P2 + P5 + .-.)• cos n ) 
aus denen nach 11) ($. 127) die zusammengesetzte Kraft 

F = Pi + P2 + P5 + U.S.W. (2) 

hervorgeht, weil cosai* + cos/?i* -|* cos;^* = 1 ist 

Die Lage der Linie für die Richtung (fieser Kraft V am 
Anfangspuncte der Coordinaten wird durch die Winkel rr, 
ßy y, welche üe mit den Coordinfttenaxen OK, OY, OZ ein-*» 
schliesst, nach den Formeln 12) ($. 127) bestimmt. Substituirl 
man in ihnen für X, F, Z, V die vorstehenden Werthe 1) und 
2), so zeigt sich 

f< = f't) ß = ßij r ^ ri7 

d. h. die an den Punct nach eigner Richtung versetzten 
Kräfte Pi P2 P5 u. s. w. geben daselbst, wie vorauszusehen 
war, die Kraft V gleich der algebraischen Summe dieser Kräfte, 
deren Richtung mit der der positiven oder negativen Paraliei« 
kräfte übereinstimmt, je nachdem jene oder diese die grössere 
Summe Kefem. 

Die Momente £, My N der Parallelkräfte in Beziehung auf 
die Coordinatenaxen OX, OY, OZ ergeben sich aus den For- 
meln 8) 9) 10) (S. 127), wenn daselbst ui =s a2:^u.s.w. = 0, 
/Jj -=: ß^z=i u. s. w. = /?, yi = ^2 = ^- s. w. = ;^ gesetzt 
werden, insofern die entgegengesetzt gerichteten Parallelkräfte 
wieder negativ in Rechnung gebracht werden. Setzt man, um 
abzukürzen 

Pia?i + P2aJ2 + ^5^5 + U.S.W. = A 1 
^iVi + f^y^ + ^5*5 + U.S.W. = B (3) 
Pi»i + P2»2 + f^H + U.S.W. = C ) 
so finden sich 

L := C cos ß — Ä cos y ) 

JIJ = il cos ;/ — C cos a [• (4) 

iV := J? cos tt — il cos /y ) 
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au8 welchen m^ das l)(oinenl W d^s aus ihnen retmltir^nden 
Kräfldpaares nach 13) $,1^7 

«rh^lt BntwiofceU man die Quadrate wd wird berücksichtie^^ 
dass costt^-f-cos/y^^cos;'^ -_ 1 igj^ g^ lässt sidk J^ dÄroh 
den Ausdruck 

W=V^Ä^+B^ + C^.^(AcoHci + Bcösß'{'CcoBrY^ (5) 
darstellen. 

Zur Bestimmung der Richtung der Axe dieses Kräftepaa- 
res dienen die Winkel X /« i/^ welche sie mit den Coordinaten- 
axen OX, OY, OZ einschliesst Diese Winkel ergeben sich 
nach den Formeln 14) ($. 1^7) 

L M N 

cos ^ = Jy, COS ^ = :^, cos P = ^, (6) 

in welchen die vorstehenden Werthe 4) und 5) bu substitui* 
ren sind. 

Der Winkel m zwischen dies^ Axe und der Ricbtung von 

V wird aus 2) §. 135 

XL + y* + ZN 
cos c = y^^ (7) . 

gefunden. 

Der Zähler dieses Bruol» ist immer gleich Null, wovon 
mau sich durch Substitution .der Werthe »ach 1) X?^ FeoßM^ 
ir=5=: Fcos/jf, ÄäFoos;' und der Werthe 4) leicht überzeugt 
Hieraus folgt cu = 900; die Ebene des Kräftepaares W entbaU 
also die Richtung der Kraft Y, da das Perpendikel auf fieser 
Ebene rechtwinklig gegen V liegt. 

Die gegebenen Parallelkräfte Pi P^ P^ u. s. w. kommen 
demnach allgemein auf zwei Kräfte zurück, deren Richtungen 
in einer Ebene liegen, und können also auf eine einzige Kraft 

V zurückgeführt werden, ausser wenn F=0 d. h -Pi -|-ia + ^s 4* 
u. s. w. = ist. In diesem letztem Fall ist die Wirkung der 
Parallelkräfte einem Kräftepaar vom Moment W gleich, dessen 
Werth in 5) angegeben ist 

Zeigen sich il === 0, Äc=0 ui^d C =; Oj also auch ff = 0, 
so kommen die Parallelkräfte auf eine einzige K^aft F zurück, 
deren Richtung durch geht Sind endlich F und W beide 
von Null verschieden, so ist die resultirende Kraft ^ F, deren 
Richtung aber neben vorbeigeht 
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§. 146. 
Soll Gleichgewicht uilter den Parallelkräften bestehen, so 
Hiuss sowohl r sst 0, all» auch W zsz sein. Die erste 
»adfeigatig ftihrt äu X = 0, K « 0, Z s= 0, welche auf die 
einzige Gleiohinig 

Pi + P<z + P5 + B. s. w. rs 
zurückkommen. Die zweile Bedingung fordert, dass die Aus- 
drücke 4) $. 145 für L, M, N, den Werth NuU liefern, also 
dass 

C cos ß — £ cos ;" =3 

A cos y — C cos = 

B cos ii — i4 cos /* s= 
sei. Die eine dieser Gleichungen ist schon in den beiden an- 
deren enthalten, da eine identische Gleichung entsteht, wenn 
man die erste mit cos », die zweite- mit cos ß, die dritte mit 
cos y muttiplicirt, und sie dann zusammenaddirt. Es ist also 
unter den Parallelkrifteu Gleichgewicht ^ wenn den drei Glei«- 
chungen 

i*i + ^B + ^5 + «• s. w. t= 

il cos y — C cos o = 

fi cos a — i4 cos ^ i= 
entsprochen wird. Dieses Gleichgewicht findet aber nur in 
zwei einander entgegengesetzten Richtungen der Parallelkräfte 
Statt, indem die Winkel o, ßy y nach den beiden letzten Glei- 
chungen mit Zuzielnmg non ooi a^ + ^<>s ß^ + ^^ /^ = 1 
gaaz bestimmte Werthe annehmen, die aus . 

A 

B 

cos y =: /-* 

gefunden werden. Bei jeder anderen Richtung der Parallel- 
kräfle ist kein Gleichgewicht vofhanden. 

§. 147, 
Soll für jede beliebige Richtung der Parallelkräfte Gleich- 
gewicht unter denselben bestehen, so muss den Gleichungen 
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A cos / — C cos tt z= 

B. cos a — Ä cos fi =z 
unabhäo^g von den Winkeln a^ /f, y entsprochen sein, d. k 
man muss ii = 0, JB m und (7=0 .-finden. Hiernach hat 
man die folgenden vier Bedingungen fär das Gleichgewicht 
unter beliebig gerichteten PaniUelkräflen :; 

1) Pi + P2 + Ps-\' «.B-w.. .. =;.0 

2) Pi^i + P<;^2 + P<^5 + u. s. w. = 

3) Piyi + ^2^2 + PsVs + «-s-w. = 

4) ^i»i + P2H + Ps»s + U.S.W. = 

d. h. es muss erstens die algebraische Summe der Parallel- 
kräfle = sein, und zweitens muss die algebraische Summe 
der Producte jeder Kraft in das vom Angriffspuncte dieser 
Kraft auf jede einzelne dreier rechtwinkliger Coordinatenebe- 
nen gefiUte Perpendikel =; sein. 

Man pflegt bei Parallelkräften das Product einer Kraft in 
das vom Angriifspuncte derselben auf eme Ebene gelallte Per- 
pendikel das Moment der Kraft in Beziehung auf diese Ebene 
zu nennen. Die vorstehende zweite Bauptbedingung lautet 
hiernach so: die algebraische Summe, der Momente, der Paral- 
lelkräfte in Beziehung auf jede von drei rechtwinkligen Coor- 
dinatenebenen muss :=: sein. 

. . $. 148. 
Ist keiner der vorstehenden Gleicbimgen ($. 147), oder 
mindestens nicht dereratentaiter ihiien entsj^roehen ; hat also 
das System der Parallelkräfte eine einfache resultirende Kraft 
R, wie sich dieses z. B. ereignet, wenn alle Parallelkräfte 
gleiche Richtung haben, so seien x y » die Coordinaten des 
AngrifTspunctes von R. Da R nach entgegengesetzter Rich- 
tung genommen mit den gegebenen Parallelkräften im Gleich- 
gewicht ist, so entstehen die Gleichungen 

Pi + P2 + P5 + ^'S,w. , — R =0 

PlXi -f* ^2«2 + ^5«5 + US. W. — R.XSSzO 
PlVl + P^yz + P^^ + U.S.W. _ Ä.y=0 

Pi^i + P2H + ^3»3 + tt.s.w. — b;» = o, 

aus welchen die resultirende Kraft 

jR = Pi + P2 + ^5 + «• s. w. 
und die Coordinaten des AngriiTspunctes derselben 
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^1 + ^^2 + ^5 + U.S.W. 

, ii -f /'ä + 4^3 + u*.i5.w. .. . 

1*1 + ^2 + i^S + U.8.1^. 

folgen. 

Diese Coordinaten hängen allein von den Intensitäten der 
Parallelkräfte Pi Pg P3 u. s. w. und von den Coordinaten ihrer 
Angriffspuncte ab; sie sind aber unabhängig von der Rich- 
tung der Parallelkräfte. Wenn man daher, ohn6 die AngrifTs- 
puncte und Intensitäten zu ändern, die Richtungen sämmtlicher 
Parrallölki^äfte 'um einen beliebigen Winkel in gleichem Sinne 
ändert; oder, was dasselbe ist, das System deV Angriffspuncte 
um denselben Winkel im entgegengesetzten Sinn dreht, wäh- 
rend sich die Richtungen der Kräfte nicht ändern: so bleiben 
die Coordinaten* A?'jr» 'des Angrfffspunctes der resultirenden 
Kraft Ä ungeändert. Deshalb heisst dieser Angriffspunct der 
Mittelpunct der Parallelkräfte. — Um dessen Entfer- 
nung von ein^r Ebene zu finden, Me man von den AngriiTs- 
puncten der gegebenen Kräfte Perpendikel auf diese Ebene, 
muUiplicire jede Kraft mit d^m zugehörigen Perpendikel, und 
dividire die Summe dieser Producte durch die Summe der Pa- 
rallelkräfte. 

Der Ifinelpunct der Parallelkräfte ändert sich nicht, wenn 
sftmintlic^ie Ip^fjLe in gleichem Yerhältniss verändert werden, 
nur nnsusen die Angriffspuncte unverändert; bleiben. . 

Denn setzt man in den obigen Formeln zur Bestimmung 
des Mittelpuncts mPj , mP^ u. s.w. statt Pi P2 u. s. w. wo m 
ein beliebiger Factor ist, so b^koinmt man für a? y » die näm- 
lichen Werthe, da der gemeinschaftliche Factor m im Zähler 
und Nenner verschwindet. 

V 

Sind die Parallelkräfte , alle unter einander gleich, so ist 
der Abstand des Mittelpunetes von einer Ebene gleich dem 
nrilhnetiscben MUtel aus den Absttedm der Angriffspuncte 
der Krifte ven dieser Ebene. Denn, ist die Anzahl der Psral'* 
lelkräfte = n, und P^ z=^ P2 = P5 u. s. w. so wird 
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_ Pi (a?i + a?2 + a% . . . +»m) _ a>i +a?a+.... + Xn 
nPi n 

' Liegen die Angriffspunote der Pärallelkräfte in einer Ebene, 
60 kann man diese dilreh die febene XOY vorstellen; es sind 
nun «1 %2 *5 u. s.w. 3h 0, also aucli s s= 0. Der Mittelpunci 
dieser Parallelkräfte fiegt den^aeh iA ders^Blben Ebene, und 
seine Entfernung von einer beliebigen geraden Linie in dieser 
Ebene wird gefunden, wenn man von dem Angriffspujacte jeder 
Kraft ein Perpendikel auf diese gerade Linie fölU, und die 
Summe der Producte jeder Kraft in das ihr zugehörige Per- 
pendikel durch die Summe sämmtlicher Kräfte dividirt. Es ist 
hiebei gleichgültig^ ob die Richtungejn der Par^lleikräfte in je- 
ner Ebene selbst liegen, oder einen beliebigen Neigni^^^winkel 
gegen sie bilden. 
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Um die nachfolgenden Untersuchungen Über das Fortte- 
stehen des Gleichgewichts Während einer Verfückung des 
Systems der Angrfffspuucte dek* Kräfte nicht unterbrechen zu 
müssen, mögen hier einige Satte über Lagenbeziehungen von 
Linien im Räume vorangeschickt werden. 

Es sei O der AnArngspunet dreier tedhtWinkM^r Cdordi- 
natenaxen 0X\ 0T\ OZ'y so wie eines zweiten Systems tethU 
winkliger CoordinatenaxeA OX, OT, OZ, DI« Winkel ztHilchen 
den Axen beider Systeme mögen nach folgender Uebersicht 
bezeichnet werden: 



Axen 


X 

a 


T 


t 


X 

r 


b 


e 


a 


b' 
b" 


e 



Unter diesen Wtidbeln hat man zunächst di«; Beai^ntngM 
einer gefaden Linie zu drei rechtwitftligeii CoordinadeoHxdQ, 
nämlich '. - ■< 



«et 

cos a* -f- 0« Ä* 4- cos d* ITC 1 1 

CO» a» + cos 6'*+ cos o'^re 1 [(1) 

cos a"«+ cos 6"»+ cos c"»= 1 ) 

und 

cos a® + cos «* -f- CO» «''* EE 1 j 

eos 6« 4" cos *« + cofl fr"» 3= 1 (2) 

«OS c« + cos c* + oos c'2 =1 ) 

Dann entsteht durch Anwendung, der Formel*), nadi welcher 
der Winkel zwischen zwei Geraden aus den Winkeln, die jede 
derselben mit drei rechtwinkligen Coordinatettaxen bildet, be- 
rechnet w/rd, wenn man berücksichtigt, dass die Coordinaten« 
Winkel im'* System .OJ[FZ rechte sind, die folgende Gruppe 
cos a cos fr -f^ ooft a' cos fr' + cos a" cos fr'' = \ 
cos a cos c -j- cee a cos c + co»a" eos o" = J /3) 

00» fr CO» C + cos 4' 00» C -f* CO» fr" 008 c" = I 

eben »ohat man, weil die Coordinatenwinkel im System OX'TZ 
reckte sind, die Gleichungen 

ow^ a coBa *^ CO» fr cos fr' + co» e cos o' = ) 
00» a CO» a ''*f- cos fr cos fr "+ oos e cos o"c=: > (4) 
cosfl cosa"4- cos fr' cos fr"+ cos c' cos d'±iO ) 
Multiplicirt man zwei Gleichungen aus 1] z. B. die erste 
und zweite mit einander, und subtrahirt von diesem Producte 
dafs Onsdrat der ersten Gleichung aus 4) so entsteht 

(co»a cos fr' — cos fr cos a )*+ (cos freos o — cos c oosfr')*-f- 
*f (oos c cos a' — cos a cos </)* r= 1 
Man hat aber auch aus der zweiten und dritten Gleichung In 4) 
(cos a CO» fr' -*- oos fr cos ä) : (cos fr cos r- — cos t- cos fr) : 
(cos c cos ti — CO» a CO» •o) = oo» ö' : cos d : cos fr" 
Hiernach darf, wenn unter f ein sogleich nöher wbl bestim- 
mender Factor verstanden wird, gesetzt worden 
cos a eos fr' -^ oos frcosa :n: fto9e" 
CO» fr cos d* — cos 0^ cos 4' =£?^cos a ' 
cos (Teds ä' -^ cos a cos c trs fnos b'\ 
Wottn diese Werthe In der vorleztert Gleichung s**sÄttiirt wer* 
den, und man die dritte Gleichung aus (1) berücksichtigt, so 
erhält mau /* ,z=; l also / = ^fc 1. Das obere Vorzeichen 
ifil zu. wählen, wenn die Ax« OZ mit OZ' Ausa^menfällt^ wäh^ 



*) S. die Note tu $. 133. 
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rend OX auf OX und OY auf 07' gelegt M. Denn unter 
dieser Voraussetzung ist a = 0, 6' mr 0^ fr = 90, a = 90, 
c ' = also + 1 =: f. Man hat folglich 

cos a' = cos 6 cos c — cos c cos b' 

cos 6" = cosccosa — costfcesc 

cosc" s= cosacoaft' — cos fr cos a 
Auf ähnliche Weise findet man 

cosa = cos fr" cosc — cos tf" cos fr 

cos fr' S5= cosc 'cosa — cosa" cosc }(6) 

cosc' sc cosa "cos fr — cos fr", cosa 

UBd 

oosa = cosfr'cosc" — cosc cos fr" 

cos fr = cosc cos of' — cosa':eo9c'^ 

cosc = COSA cos fr" — cos fr' cosa" 
Die eine dieser drei Gruppen leitet sich aus^ der anderen durch 
Vertauschung dw Cobrdinatenaxen 0Z\ 0Y\ OX unter ein* 
ander ab, welche dadurch in den Formeln kenntlich gemacht 
wird, dass man den Buchstaben a fr o einen Accent hinanuetzt, 
und die Accente ganz wegUsst, wenn <tte Anzahl cterselben bis 
auf drei Angewachsen ist.*) " = 

$. 150. 
Legt man durch den gemeinscbaftlichen Angnffiipanct der 
beiden rechtwinkligen Coordinatensysteme eine gerade Linie OJf, 
welche mit den Axen OJIC, 07, OZ die Winkel X /c r, dage- 
gen mit den Ax^n OX', OY , OZ die Winkel A' //' f' ein- 
schliesst, so hat man die Gleichungen (S. 133 Note) . 

COSA' = C0Sil.C0Si9-|-COS/fC0Sfr>-|-COSl/.C0SO 1 

cos/ft'cee: cosA cosa 4*oos/(cosfr' + cosr»cose' mO) 

cos«/' = cosAcosa"Hhcos/ieosfr"4*<^<>s>^*^^^' ) 
Hultiplicirt man diese Gleichungen mit OM.wf oy bezeichnet 
ferner die Coordinaten des Puncts M im C^rdtefitensystem 
OXYZ durch a;, y, 9; dagegen im System OX'Y'^ 4urc}ixy», 
4in(l berttobwhtigt, dflss as z^ ac^s A» y 3^ a coa^i, «äse aoosv, 



*) Der Toritehende Beweis slimmt mit dem ton Möbius (Lehrbttch 
der Statik 1827) ibereio ; eioen aoderea Beweis dersielben Pormetii hat 
Leiell (de translatione corporum. Noti Gommentarii Aead. PetropoliUi» 
nae T. XX. pro aono 1775) gegeben. 
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ferner x ^ a cos //, y' «^ o coä //, * iss ir coa v j$t, so er- 

hiH man 

X ^Bz ^ , cos a'^-y . cos b '\' ^ .co% c \ 

ff B9 o; • cos a 4~ ^ • ^os 6' + Ä . cos c h7) 

4' 3» 0^. cosa"+y . cos ^''-f- '* <^<^^ <'' ) 

Nach diesen Formeln werden die (Koordinaten eines Panctes M 

für das System OXY'Z aus den Coordinaten desselben Punc- 

tes M far das System QXYZ und den Winkeln berechnet, welche 

die Axen des einen Systems mit den Axen des anderen Systems 

eiaschliessen. Auch können eben so die Coordinaten x y fi 

aus den CooTdioaten x y % gefunden werden. Man hat nämlich 

X ves X* cos a 4- y' cos a + *' cos a 1 

y sss a?' cos A -}- y cos b' + » cos b" [(8) 

% ssz X COS c ^ y cos c -j- ä' cos c" ) 

die sidi aiis 7) mit Berücksichtigung der Formeln 2) und 3] 

leicht ergeben. 

Haben die beiden Coordinatensysteme nicht denselben An-* 
Fangspunct 0, so. muss n^an den vorstehenden Formeln 7) und 
8) noch die Coordinaten des veränderten Anfangspunctes in Be- 
ziehung auf das unq)rünglich zu Grunde gelegte Coordinaten- 
syst^m hinzufügen. Ist also O'X'Y'Z das ursprüngliche System, 
in Beziehung auf welches die Coordinaten des neuen Angriffs- 
punctes durch p g r vorgestellt werden mögen, so hat man 
aj' =5 p' + 0? • cos a -f y cos 6 f- Ä cos c \ 
y =^ q +0? cosa -f- y cos6' + » cos o". |(9) 
» = r + a? cosa'' +y cos6" -j- ä cos c\ \ 

§. 151. 
Ein System vonPuncten, deren gegenseitige Lage als un- 
veränderlieh gedacht wird, sei mit drei rechtwinkligen Coordi- 
natenaxen OX, OY^ OZ in unveränderliche Verbindung gesetzt, 
so dass die Coordinaten xyi eines dieser Puncte gegen diese. 
Axen sich nicht ändern. Dieses System von Puncten mit seinen 
Coordinateoaxen, soll um den Punkt verrückt werden. Die 
antengliche Lage der Axen OX, OY, OZ werde durch OX', 0Y\ 
OZ bezeichnet, und die Coordinaten eines Punctes aus dem obi- 
gen System gegen diese anfängliche Lage der Axen sollen, nach 
der Verrückung des Systems, durch x y i vorgestellt werden. 
Oifenbar werdet^ füf einen beliebigen Punct die Coordinaten 

Vlricli. LeM. d. Heck. 14 
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X y % von den Goordinaten x y % T^rschieden sein, und zwar 
in dem Haasse wie es die Formeln 7) $.150 angeben. Indes- 
sen können Poncte nachgewiesen w^den, für weicbe die Go- 
ordinaten X y' «' mit denen x y z übereinstimmen; die also 
während der Yerrücknng ihre Lage nicht geändert haben, so 
dass dieVerrückung als durch eine Drehung um die unverrückt 
gebliebenen Puncto hervorgebracht angesehen werden darf. 

Um hiemach den Punct aufzufinden, welcher naeh jener 
Yerrückung seine Stelle nicht verändert hat, muss man in den 
Gleichungen 7) a?' = o:, y = y und » ==» » setzen, und die 
aus ihnen hervortretenden Werthe von x y % bestimmen. Der 
diesen Werthen zugehörige Punct hat gegen die anfUn^che Lage 
OX'Y'Z des Coordinatensystems dieselbe Stellung wie gegen 
die veränderte Lage OXYZ des Coordinatensystems, in welcher 
die Axen desselben mit den Axen OX' OY' OZ' die Winkel 
a 6 c; a' h d\ a" h" c' einschliessen. Die Gleichungen 7) 
fahren also zu den Gleichungen 

= a? (cos a — 1) + y cos 6 + » cos c 1 
= rc cos a' + y (cos 6' — 1) + » cos d v(10) 
== 0? coso" + y cos6"+ »(cos c" — 1) ) 
Von diesen drei Gleichungen erscheint eine als Folge der bei-- 
den anderen. Denn aus der ersten und zweiten Gleichung be- 
kommt man 
a;:y:»=[cos6cosc — cosc(cos6' — l)]:[coscedsa — ^(coso — l)cosc]: 

: [(cos a — 1) (cos H — 1) — cos ft . cos'ä ] 
oder mit Berücksibhtigung der Gleichung 5) 
x\y\ » =(cos a"+cos c):(cos 6"-|-cösc ):(cosc" — cosa— cos6'+J). 
Wenn also f einen constanten Factor bezeichnet, so darf man 
a? = /*. (cos d' + cos c) j 

y = /• (cos 6" + cos c') j(ll) 

» = ^ (cos c" — cos a — cos 6* 4" 1) ) 
setzen. Durch Substitution dieser Werthe in der dritten Glei-- 
chung (10) geht diese von selbst in Erfüllung, wovon man sich 
mit Berücksichtigung der Gleichungen 1] und 5] leicht über- 
zeugen kann. 

Die Gleichungen 10] fuhren also zu den beiden Gleichun- 
gen von der Form 

X = pz und y ^z q% (12) 

wo p und q von den Winkeln a a V V* c c t?" abhUngen und 
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aus Division der Gleichungen II) durcheinander sogleich nach- 
gewiesen werden können. Es findet sich nämlich 

cos a" + cos c 

p z= j ■ 

cos e" — cos a — cos 6' -j- 1 
• cos 6" 4- cos e 

q z= ! 

COS e" — cos a — cos 6' -f- T 

Die Gleichungen 12) bezeichnen nun aber nicht einen Punct, 
sondern eine durch laufende gerade Linie. Während der 
Verrückung des Systems der Puncto mit dessen Coordinaten- 
axen OX OY OZy so dass diese mit der ursprünglichen Lage 
derselben OX' OY' OZ die Winkel a b c, d b' c\ a" V c' 
einschliessen, ist also die durch 12) bezeichnete gerade Linie 
in unverrückter Lage geblieben. 

Man kann also, wie ein'Syslem von Puncten um 
auch verrückt sein mag, annehmen, dass es durch 
Drehungum eine unbewegliche Axe geschehen sei,, 
deren Lage durch die Gleichungen 12) bestimmt ist. 

f. 152. 

Die Winkel zwischen dieser Drehaxe OJ gegen die Axen 
OX' OY' OZ' (Fig. 72), welche den Winkeln zwischen OJ und 
den ilxen OX, OY^ OZ gleich sind, wollen wir durch X = 
= JOX = JOX', /i = JOY = JOY'y V = JOZ — JOZy 
hingegen den Drehungswinkel XJX' d. h. den Neigungswii^kel 
der beiden in OJ sich schneidenden Ebenen JOX, JOX' durch 
bezeichnen. Er giebt die Grösse der Drehung um die Axe 
OJ an , damit das Coordinatensystem aus der ursprünglichen 
Lage OX'Y'Z in die andere Lage OXFZ gelange. 

In der körperlichen Ecke XX JO oder dem ihr zugehöri'« 

sphärischen Dreieck XJX' hat man die Gleichung sin | =;:: 

sinAXOX' ^ . . « . . ,.^ . . . 

— . «^^. oder nach der Bezeichnung $. 149 sin 4 ^ = 
sm XOJ ^ * 

sin. 4 a 

, . Aehnliche Gleichungen bekommt man aus den kör- 
perlichen Ecken JYTO und JZZO, so dass die drei Glefchungeh 
sin j a = sin A . sin ^ d ) 

sin ^ fr'a= sin /i . sin ^ d Ml3) 

sin \ c' = sin «^ . sin 4 ) 

hervortreten, welche in Verbindung mit 

14» 
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gin X« 4- sin /•« -f- sin »** = 2 
(die aus cos A^ + cos /i> + cos r^ ss 1 durch Substilutioa 
von cos A* — 1 _ sin ;^2 tt^ g^ w. folgt) die Winkel A /# f 
zwischen der Drehaxe O/und den Coordinatenaxen, so wie die 
Grösse des Drehungswinkais 0' liefern. Mämlich 

sin4a«+sitt^6'*+sin^c"2=2.sin4ö», (14) 



und 



. ^. 2 sin i a* 

sin A* = 



sm v^ =r 



sin^ a^ sin^ 6'2+ sin 1 c"2 
2 sin ^ fc^g 
-sin^6'*4-si 
2 sin ^ c '« 



. 2_^ 2 sin ^ fc^^ t .Jg. 

^" ^' ~ sinja2+sin^6'»+sinic'« '^ ' 



sin ia2+ sin^ i'^+sin^c"* 
Wenn also die Winkel a V 6' d.h. XOX, YOY\ ZOZ' gege- 
ben sindy so kann nach 14) und 15) die Lage der Drehaxe und 
die Grösse der nöthigen Drehung um diese Axe, damit das 
Coordinatensystem aus seiner ursprünglichen I^age OX'Y'Z in 
die nachherige OXYZ gelange, berechnet werden. 

Auch können umgekehrt aus k fi v und d. h. aus der 
Lage der Drehaxe JO und dem Drehungswinke] die sümmliichen 
Winkel a b a, a b' c, a" ft" o" zwischen den Axen des Sy- 
stems OXYZ und des OX'Y'Z nachgewiesen werd^. Die Win- 
kel a, b\ c* ergeben sich bereits aus den Glei<;hungen 13), 
statt welcher auch die Gleichungen 

cosö = cosA* + sinA^.cosö ) 

cos V = COS/»* + sin/t^. cos ö > (16) 

cosc*'= COS*'* 4" sin*^*.cosö ) 

geschrieben werden können, die sich aus 13) dadurch ableiten^ 

dass man diese zum Quadrat erhebt und die bekannte Formel 

• 1 ^o 1 — cos i , ^ 

sm^rzr — anwendet. 

Um die übrigen Winkel aus A, /f, r und 6 zu berechnen^ 
denken wir zur Vereinfachung der Figur um den Punct O eine 
Kugel beschrieben , deren Oberfläche von der Drehaxe OJ im 
Pancte J, von den Coordinatenaxen OXYZ und OXYZ aber 
in den Puncten X' Y Z ; X, Y^ Z getroffen wird (Fig. 73). 
Die Bogen X'r', X'Z, Y'Z , so wie XY, XZ, YZ sind Qua- 
dranten, und die sphärischen Winkel.X' JJC, y'JY, ZJZ sind je- 
der zzr. 0, gleich dem DrehungswinkeL . Dagegen ist JX s^ JX 
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= Xy JY' = JY zu /#, JZ^ 22 JZ = ^. Aus den -fiphärischen 
Dreiecken Y'JX und YJX' eriiXlt man die Gleicfauitgen 

cos rx= cos Jr. cos JX+ sind^r. sin JX. cos r JX 
cos YX' =t oos Jr . cos JX' 4- sia /y . sin JX' . cos WX' 
oder 

cosa '= cos A. cos /i + sinA sin ju cosK'JX 
cos 6 = cösA cos/i + sini sin /i cosTi/X' 

Nun ist rjx = r JX' — e 

und yJX' = y'JX' + 6j 
folglich wird 

cos a = cos ). cos /t +sin X sin /i (cos K' JX' cos d + sin K'JX' sin 0) 
cos 6 = cos /. cos /t + sin X sin /« (cos YJX' cos (? — sin Y'JX' sin ö). 
In dem Dreieck Y'JX* ist y'X' einem Quadranten gleich, folg- 
Kch hat man, wegen cos YX' = 0, 

= cos A cos /i + sin X sin /r . cosT'JX*. 
Verlängert man den Bogen X'J bis zum Durchschnitt Ü mit TZ', 
so ist X'U ein Quadrant, der Winkel UJY' ist Nebenwinkel von 
Y'JX\ und die beiden Dreiecke JUY\ JüZ sind bei V recht- 
winklig. 

sin ÜY' cos UZ' 

Demnach ist sin YJX' = sin YJÜ = - — ~r = -^ • 

sin JY sm /< 

.r,«. cos JZ' cos JZ cos r 
und cos ÜZ = 



mithin wird sin Y'JX' = 



cos JC/^ sin JX' sin A ' 

cos V 



sinAsin/t 
d. h, man hat sin A sin fM cos Y'JX' = — cos A cos // 

und sin A sin /* sin y'JX'*= cos v 
Hierdurch verwandeln sich die obigen Ausdrücke für cos a und 
cos 6 in 

cos «' = cos A cos /* (1 — cos ö) + cos 4/ sin tf 
cos6 ss= cosAcos/r(l — co$0) — cosrsind 
Auf ähnliche Weise findet man die Gleichungen 

cos c = cosAcosy(l — cos ^)-|- cos /e sind .,^^ 
.cosVcz: cosAcoSf/(l — cosö)— cos /t sind '^ ' 
und 

cos 6"= cos/ecosi/(l — cos d) + cos A sind 
cosc'= cos /f cos 1^(1 — cos^ — cos A sin Ä 
aus denen sich noch durch Subtraction die Gleichungen 
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oottff — cos6 =5 2cosffBin^ T 

cos c ~ co«a"= 2 cos /i« sin |(18) 

cosi" -^ cose' = 2 cosA sind ) 

ergeben. Auch diese Gleichungen sind von Lexell (a. a. 0.) 

aufgestellt. 

Fortdauerndes und augenblickliches, sicheres und unsiche- 
res Gleichgewicht für Kräfte im Baume, 

S. 153. 

Es seien die Kräfte Pj Pg ^5 u. s. w., so wie deren An- 
griffspuncte auf das rechtwinklige Coordinatensystem OXYZ wie 
bisher bezogen^ so dass Xi yi »i, x^ y^, %2 u* s. w. die Coordi*- 
naten der Angriffspuncte von Pi, P^u. s. w., femer «i /?i yv 
«2 ß2 r2 n.s. w. die Winkel zwischen den Richtungen vonPi^ 
P2 U.S.W, und den Coordinatenrichtungen bezeichnen. Auch 
sollen Xi Yi Zi die Componenten von Pi nach den Coordina- 
tenrichtungen^ eben so X2 Y^ 1^ die Componenten von P2 u, s. w. 
vorstellen. Das Coordinatensystem OXYZ soll auf eine unver- 
änderliche Weise mit dem System der Angriffspuncte verbunden 
sein, so dass wenn dieses letztere eine Verrtckung erleidet^ 
eben so das Coordinatensystem OXYZ verrückt wird. Die an- 
fängliche Lage der Coordinatenaxen soll durch 0X\ 0Y\ OZ' 
angegeben sein. Die sämmtlichen Kräfte behalten ihre anf&ng- 
lichen Richtungen unverändert bei. 

Wenn unter den gegebenen Kräften in der anfänglichen 
Lage der Angriffspuncte Gleichgewicht Statt findet^ so bestehen 
die Gleichungen 
^(X,) = 0, £[Yn]^% -S(Z.)«0 \ 

S[^nyn—YnXn)=% 2[ZnP0n—Xn^)z=.Q, 2(Y^-Z^n)=üi^^^ 

WO das bekannte Summationszeichen 2 fordert^ dass die Summe 
der Werthe gemeint sei, die aus dem hintergesetzlen Ausdruck 
hervortreten, wenn man fttrn alle Zahlen 1, 2, 3u. s.w. bis zvr 
Anzahl der gegebenen Kräfte substituirt. 

Wird das System der Angriffspuncte verrückt, so ist offen- 
bar, dass äurch eine parallele Verschiebung desselben 
das anfängliche Gleichgewicht unter den Kräften nicht in Frage 
gestellt wird. Denn die Richtungen der Kräfte so wie die Lage 
der Angriffspuncte sind an der neuen Stelle genau eben ^0 wie 
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M' der uit»^iröQgKchdn. Ma^ würde die obigen Gleichungen 1) 
in nnverfindert^ form wiedcar mifslellen «lü^^en. — Schliessen 
wir demgemftss bei der Verruckung des Systems jede parallele 
Verschiebung aus, so dürfen wir einen Punct, der mit dem Sy« 
i^&m. der Angriffspuncte in Verbindung gebracht ist, als unver- 
änderlich ansehen. Dieser Punct sei der Anfangspunct der 
Coordinaten. Um ihn wird das System der Angriffspuncte 
nebst dem mit ihm unveränderlich verbundenen Coordinatensy- 
stem OXYZ verrückt, so dass nach dieser Verrückung die Co- 
ordinatenaxen OX, OYy OZ mit ihrer anfängliehen Lage OX', 
0¥\ OZ' die Winkel einschliessen, wie sie die nachstehende 
üebersicbt liefert 



Axen 


X 


Y 


z 


X' 


a 


h 


c 


r 


1 

a 


V 


c 


z 


a" 


b" 


o" 



welche Bezeictmung mit der $. 149 benutzten übereinstimmt. 

' §. 154. 
Da die gegebenen Kräfte ihre anfänglichen Richtungen beir 
J)ehalten, so sind die Compon^ten derselben nach den .anfäng- 
lichen Richtungen der Coordinatenaxen OX OY' OZ fortwäh^ 
-rend X^ Fi Zi, X^, Yi Z2, u. s. w. Dagegen haben sich nach 
der Verrückung des Systems die Coordinaten der Angriffspuncte 
derselben in Beziehung auf die anfängliche Stellung des Coor- 
dinatensystems OX' OY' OZj welche Coordinaten z.B. für den 
Angriffspunct der Kraft Pn wir durch x'n y'n ^n bezeichnen 
wollen, offenbar in dem Maasse verändert, dass nach §. 150 
No. 7 gesetzt werden muss 

Xn := rtn cos a *f* yn COS b ^ %n CO^ O \ 

y'n = a?f4 COS *a + y« cos 6' -f »» cos d >{2) 

%n = Xn cos 0"+ Vn COS 6"-j- «n COS c" ) 

Sollen die Kräfte nach der Verrückung des Systems der 
Angriffspuncte wieder im Gleichgewicht unter einander sein, so 
müssen die Gleichungen 

^(x.)=o, -£(r»)=o, 2{Zn)=Q w 

^X»y»— r«a<'„)=0,^Z„aj'»— X»»„)=0, J^Fn»'»— Z«y'«)=0 /^ ' 
Gestehen. — Den ersten drei Gleichungen wird wegen des 
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Gleichgewichte in der Mifäiiglicbeii Lage der AngrHbpnnet« vimi 
seihst entsprochen, sie stimmen mit den drei ersten Qleichun«- 
gen 1) überein. Die letzten drei Gleichungen aber setzen ei- 
f enthümliche Beziehungen unter den Kräften und Coordinaten 
^i yi *i) ^ y2 »2U«s-^- voraus, welche man findet wenn in 
ihnen die Werthe 2) für xn t/n » « substituirt werden. 

Die Bedingungen für das Fortbestehen des Gleichgewichts 
nach der Verrückung sind also 

2 [Xi [xn COS d -f yn cos 6' + %n cos c) — 
F» [oDn cos a + y« <50S 6 + ÄH cos c)] ss= 

-2* [Z» [xn cos a + yn cos 6 -f »» cos c) — • 
X* [xn cosa"+ yn cos 6''+ *» coso")]=0 

2 \Yn [xn cosa" + yn cos6"-f *H cos c") — 

Zn [Xn cos d + Vn COS 6' + Ä» COS c')] = J 

Um abzukürzen nehmen wir folgende Bezeichnung an, indem 
wir setzen 

2[XnXn] = ly 2[Ynyn) = f», Si^n) = « 7 
i:[Yn»n)—£[Znyn)=I^, i:[Zn^) = 2[X^)::^Mi [(5) 
i:[Xnyn) = 2[ynXn) = Ni ^ ) " 

welches nach 1] gestattet ist, da sich' daraus ergiebt, dass 

£[Xnyn) = i:{YnXn\ £ [ZnXn)^ 2 [Xn^] UUd 2:[Yn»n)^ 2[Znyn) 

sein muss; wenn in der anfllnglichen Lage der Angriffspuncte 
Gleichgewicht $ein soll. -^ 

In dieser Bezeichnung stellen sich die Gleichungen 4) für 
das Fortbestehen des Gleichgewichts folgendermaassen dar: 
iVi(cos b' — cosa)-f-JlfiCOS c — Li cos o+/cos a' — m cos 6=01 
— iViCos6"+Jfi{cosa — cosc")-f-LiCOs6+«cosc — /cosa"s=0i(6) 
iViCOsa" — ifiCOsa'-|-Li(oosc" — cos6')-f-ificos6" — ficosc=0) 

S. 155. 
Diese Gleichungen können benutzt werden, um zu untersuchen 
ob das Gleichgewicht nach einer Verrübkung bestehen werde, 
wenn die Winkel a 6 c u. s. w., welche die mit dem System der 
Angriffspuncte verrückten Coordinatenrichtungen mit den ur- 
sprünglichen Coordinatenrichtungen einschliessen, gegeben sind. 
Indessen ist oben gezeigt worden (§. 151), dass jede solche 
Verrückung als Folge einer Drehung um eine durch laufende 
Drehaxe angesehen werden kann, welche mit den Coordinaten- 
richtungen die Winkel X fiv einschliesst, die sich nach 15)$. 152 
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ans den Winkeln a b e li. s. w. berechnen lassen. Die Grösse 
4es zugehörigen Drehungswinitels um diese Drehaxe wird 
aus a, b\ c' nach 14] $. 152 gefunden« 

Die Gleichungen 6) lassen sich zur Aufnahme dieser Win- 
lel \ fi V und B folgendermaassen vorbereiten. Man multi- 
plicire die erste dieser Gleichungen mit cos d\ die zweite mit 
cosa, die dritte mit 1 -|- cosa; addire sie zusammen, ordne 
die Glieder nach den Grössen L^ M, N und vereinfache deren 
CoefBcienten nach den Gleichungen 5) des $. 149, so erhält man 
iVi(cosa" — cosc) + Jfi (oosÄ — cosa')-|-(iii-|-«) (cosft" — cosc ) = 0. 
Femer multiplicire man die erste Gleichung 6] mit cos b*'^ 
die zweite mit 1 -f cos 6', die dritte mit cos 6, um sie dann zu- 
sammen zu addiren und ebenfalls durch die Gleichungen 5] zu 
vereinfachen. Dadurch entsteht eine zweite Gleichung. — End- 
lich erhält man eine dritte Gleichung, wenn dfe erste Gleichung 
6) mit 1 -\- cos c', die zweite mit cos c\ die dritte mit cos c 
multiplicirt wird^ und diese Gleichungen ebenso behandelt wer- 
den. Hiernach ergeben sich statt der Gleichungen 6] die nach- 
folgenden (7) 
iVi(cosa ' — cosc) -j- Jfj(cos6 — cosa ) + (m-f n) (cos6" — cosc') =0 
JVjCOS c — cos6'') -f- Li{cosb — cosa) + (l +«) (cosc — cos a") =;: 
Jlfi(cosc — cos6'')4-ii(cosa" — cosc) + (^ +*w) (cosa — cos6)=:0 
Setzt man hierin noch 

«1+ n = 2 (Yn.yn + Zn.^) = h 

l + n = 2 (Xh.to + Zn.^) = »h (8) 

l + m z=: 2 (Xn.Xn + Fn.y«) = «1 
und die Werthe aus (18) $. 152, so bekommt man 

(iVi cos/i-|- üf/cosi/ — /i cosA).2sinö = 

(Li cos v*4- -Wi oos X — «ii COS/*) . 2 sin = (9) 

(*! cos A + X»! cos/i — iiiOosy).2sinö = 
Die Gleichungen 6) eben so wie 7) odet 9) stellen die Be* 
dingungen dar, unter welchen das anftnglich im Gleichgewicht 
befindliche System, auch nach der Yerrückung, die auf eine 
durch den Winkel 6 angezeigte Drehung um eine Drehaxe zu- 
rückkommt, welche die Winkel A, /i, r mit den Coordinaten- 
richtungen bildet, im Gleichgewicht bleibt Insbesondere zei- 
gen die Gleichiygen 9) dass nach einer Drehung um 180<^ 
Gleichgewicht bestehen wird, da für = 180<> den Gleichun^ 
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gea 9] entoprochen is4. Die in djesem Fall anzuncdunemle 
Drehaxe wird ihrer Richtung nach durch die Formeln 13) $. 152 
aus den Winkeln a, If, c' bestimmt^ welche in 

sin A = sin ^ a, sin /^ =:; sin ^ h y sin v = sin ^ c 
übergehen. Da inzwischen den Gleichungen 9) für einen an«- 
deren Werth des Drehungswinkels d nicht entsprochen zu sein 
braucht, so kann man aus dem etwaigen Gleichgewicht, wel- 
ches nach einer Drehung um 180^ eintritt, nicht auf das 
Fortbestehen des Gleichgewichts bei einer anderen Drehung 
schliessen. 

§. 156. 
Wenn das Gleichgewicht bei jeder beliebigen Drehung des 
Systems der Angri&spuncte wie in der anfänglichen Lage des- 
selben bestehen .soll, so muss den Gleichungen 9] unabhängig 
von einem besonderen Werthe des Q entsprochen werden. 
Demnach sind die allgemeinen Bedingungsgleichungen für das 
Fortbestehen des Gleichgewichts nach jeder Drehung 
JVi cos ^ + Jlfi cos V — /i cos A = J 
Li cos 1/ 4" ^i cos A — wj cos /* = ,' (10) 

Jlfi cos A -f- ^1 cos ^ — n| cos i' = ) 
Diese Gleichungen führen zu einer Bedingungsgleichung unter 
den Grössen L^ 1t\ Ni /i mx Ui. Denn aus den beiden ersten 
Gleichungen findet sich, wenn f einen constanten Factor be- 
zeichnet, dessen Werth zunächst nicht weiter in Betracht kommt, 
cosA=/:(iiiVi+Jlfimi),cos/i==/:(ÄiiVi+Ii/i),cosv==:/:(/imi— iVi*) 

(11) 
und durch Substitution dieser Werthe in der dritten Gleichung 

bekommt man 

2IilfiiVi + Li«*i+lfi«mi+iVi»ni— /imiiii=0. (12) 

Nur wenn dieser Gleichung 12) entsprochen ist, befinden sich 
die Kräfte Pi P2 u. s. w. in einem Gleichgewichte, welches 
durch Drehung des Systems der Angriffspuncte um eine Axe 
nicht gestört wird. Eine solche Axe wird Axe des Gleich- 
gewichts genannt. Nicht bei jedem System im Gleichgewicht 
befindlicher Kräfte läsist sich eine solche Gleichgewichtsaxe 
nachweisen, sondern nur insofern der Gleichung 12) entspro- 
chen ist, deren Grössen nach 5) und 8) aiy den gegebenen 
Kräften und Coordinaten der Angriffspuncte berechnet werden. 
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Beigebt ^e Gleichung 12) so Msst sich die Richtung der Gleicbr 
gewichtsaxe aus den Gleichungen 11) und der Gleichung cosA,' 
•fcos^^ + cosr^ssl bestimmen, denn sie geben die Werthe 
von Xj fij r. Da der Anfangspunct 0, durch welchen die 
Drehaxe gelegt ist, willkührlich bleibt, indem das Gleichgewicht, 
wenn es in Beziehung auf einen Punct nach 1) erkannt ist, 
auch für jeden anderen Anfangspunct 0' im Räume besteht 
(§. 131), für welchen ebenfalls die Gleichungen 10) und 12) 
gelten: so ergiebt sich, dass wofern eine Axe des Gleichge- 
wichts besteht, jede mit ihr parallel laufende Linie ebenfalls 
als eine Gleichgewichtsaxe erscheinen muss. 

Dass die Gleichungen 10) und 12) für den Punct 0' eben 
so bleiben wie für den Punct 0, zeigt sich aus der Überein- 
stimmung der Werthe Li Mi Ni u. s. w. mit den entsprechen- 
den Werthen dieser Grössen L M' N' u. s. 4r. für den Punct 
(X, in welchem ein mit paralleles Coordinatensystem vorauS'^ 
gesetzt wird. Denn bezeichnet man die Coordinaten von 0' 
gegen durch p g r, dagegen die Coordinaten eines Angriffs- 
punkts in Bezug auf die Coordinatenaxen in 0' durch w y s , 
so ist xvesp'\-x\ yz^q'\-y\ « 3= r -)• %\ Die Goordinaten- 
kräfte XYZ bleiben für G eben so wie für 0; die Grösse Li 
verwandelt sich dagegen für den Punct 0' in £':;= 2{Y^)z:z2[Zy). 
Nun hat man ^(7«) = -5^(y»') +r-^y, weil £Y tsz Q ist, oder 
£(Yi)z^£(Y%)+£{Yr)xssz£Y[^^r)^£[Y%\ d.h. esistr=Za; 
auf gleiche Weise zeigt sich M' zz: Mi u. s. w. Die Gleichun- 
gen 10) und 12) bleiben also bei dem Übergange nach einem 
anderen Anfangsi^uncte 0' ungeäudert, weil die in ihnen* vor- 
kommenden Grössen Li Mi Ni li mi n^ dieselben Werthe bei- 
behalten; also bekommen auch A /i y für den Punct 0' die- 
selben Werthe wie für den Punct 0, oder die Gleichgewichts- 
axe in 0' hat dieselbe Richtung wie in 0. ^ 

$. 157. 
Soll die » Axe eine Axe des Gleichgewichts sein, mithin 
X = 90®, /« = 90, y = betragen, so muss, damit den Be- 
dingungsgleichungen 10) entsprochen werde L^ = 0, Mi = 

ni = d. h. 2(Xnin) = £{ZnCtn) = 0, £ [Y^fSn) = i: (ZnVn) = 

und JS'(X».a?» + ir».y*») = gefunden werden, denen wegen des 
anfilng^chen Gleichgewichts noch die Gleichungen 2:(Xh) = 0, 
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-2;{r*») =r 0, :s{Zn) =L und -i(X»y« — F»(c„) = hinzugefügt 
werden müssen.^ 

Soll also eine Linie als Axe des Gleicligewichts gelten, 
60 muss sich eeigen, wenn man jede Kraft nach der lUchtung 
dieser Linie, und einer Ebene die auf ihr rechtwinklig steht, 
zerlegt hat, dass 1] die Componenten nach der Richtung der 
Axe, so wie die Summe der Momente, welche die Axe selbst 
zu drehen suchen, gleich Null werden (2'(Z«) = 0, JS'(Xn»ff) 
= i:(Zn.x) = 0, i:[Yn%n) = 2:[Znyn) = 0) Und dass 2) die 
Componenten der gegebenen Kräfte, deren Richtungen mit der 
gegen die Axe rechtwinkligen Ebene parallel sind, nicht allein 
im anftinglichen, sondern auch im fortdauernden Gleichgewicht 
unter einander stehen (-r(Xn)z=0, 2'(Fn)=0, -r(X«y»»— riur»)=:0, 
2:(X»*.iP»4-F«.yn) = 0), vergl. §.114. Das gegebene System 
der Kräfte hat fann nicht bloss diese eine Axe, sondern jede 
ihr parallela Gerade ist ebenfalls eine Axe des Gleichgewichts. 

$. 158, 
Wenn die gegebenen Kröfte zwei Axen des Gleichgewichts 
haben, die sich schneiden, so sind alle Geraden die der Ebene 
jener beiden Axen parallel laufen, Axen des Gleichgewichts. 
Dieser Satz^ Iftsst sieh leicht daraus vermuthen, dass sftmmt* 
liehe Parallelen mit einer Axe des Gleichgewichts ebenfalls 
solche Axen sind. Indessen sagt er doch weit mehr aus, in- 
dem nicht bloss die Parallelen zu den angenommenen Axen, 
sondern sämmtliche Richtungen in ihrer Ebene und die mit ihr 
parallel laufenden Richtungen als Axen des Gleichgewichts be- 
zeichnet werden. 

Sind die Winkel der einen Axe gegen die Coordinaten- 
richtungen X fi v, der anderen Axe A' // r\ so müssen nach 
10) folgende sechs Gleichungen bestehen 

Ml cos V + iVi cos/t — 4 cos A = 

Li cos V — f»! cos /i + Ni cos A = 

— «1 cos V -{- Li cos /i + Jfi cos A = t .^ ^. 
Ml cos V + Ni cos /*' — /i cos A' = ' ^ ^ 
Li cos V — Uli cos /i + Ni cos A' = 

— »1 cos V + Li cos /u + Ml cos A' = 

•Aus der ersten und vierten Gleichung, eben so aus der zwei- 
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tan und fünften, so wie $ns der dritten und sechsten Gleichung 
ergiebt sich 

Ml : Ni : — l = Li : ~ mi : Ni z=z — Mi : Xx • ^i » 
denB diese Verhältnisse kommen auf die von cos P/ cos /« — 
cos fi cos A zu cos X cos V — cos p cos X' und zu cos ju cos y 
-r- cos/i cos y' zurück. Diese Verhältnisse sind in den nach- 
stehenden Gleichungen enthalten 

Ml N^ + Li li =0 ) 

Ni Li + Mj mi = \ (14) 

Ml Li + Nini=0 ) 

welche die Bedingungen darstellen, unter denen die sechs Glei- 
chungen 13] gleichzeitig bestehen d. h. zwei Axen des 
Gleichgewichts die nicht parallel sind in dem System 
TOirkonunen. 

Man kann die Grössen /^ mi itj vermöge 14) aus den 
Gleichungen 13) fortschaffen. Die ersten wie die letzten drei 
Gleichungen nehmen dadurch einerlei Gestalt an; jene werden 
cos V , cos /f , cos i ^ 

IvT + X" + IT *= ^' 

und diese 

cos p' cos ßi* cos X 

Diesen beiden Gleichungen muss entsprochen sein, wenn das 
System der Kräfte zwei nicht parallele Axen des Gleichge- 
wichts haben soll, und eben so müsste man 
cos v' cos /i" cos a" 

"ifT ~ur ~Lr ~ 

Enden, wenn eine dritte Gerade, deren Winkel gegen die Co- 
ordinatenaxen X" ^t" v' sind, ebenfalls eine Axe des Gleichge- 
wichts sein sollte. Es zeigt sich aber, dass den vorstehenden 
drei Gleichungen Genüge geschieht durch die Gleichung 

Denn nimmt man x ^ « als die Coordinaten eines Puncts der 
Gleichgewichtsaxe, die durch die Winkel X jtt v bestimmt ist, 
so hat man x=^s cos A, y = « cos /i, »=z s cos «/, unter $ 
den Abstand dieses Puncts vom Anfangspuncte verstanden, 
durch deren Substitution in 15) die erste der obigen drei Glei- 
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cbungen hervorgeht. Eben so entsteht die zweite und dritte 
wenn unter a; y s die Coordinaten eines Puncts der zweitai 
und der dritten Gleichgewichtsaxe Verstanden werden.- Die 
Gleichung 15) ist die einer Ebene. Hieraus ergiebt sich, dass 
wenn zwei nicht parallele Gleichgewichtsaxen bestehen, eine 
jede gerade Linie die in der Ebene der beiden ersten Gleich- 
gewichtsaxen liegt, oder dieser parallel ist, ebenfalls eine Axe 
des Gleichgewichts für das gegebene System der Kräfte sein 
muss. 

S. 159. 
Wenn das gegebene System der KrSfte drei Axen des 
Gleichgewichts hat, die nicht in einer Ebene liegen, noch der- 
selben Ebene parallel laufen : so tritt jede Linie im Räume ab 
eine Axe des Gleichgewichts auf Denn nun müssen, werni 
man durch A" ^C* v" die Richtung der dritten Axe des Gleich- 
gewichts bezeichnet, ausser den sechs Gleichungen 13] noch 
die drei Gleichungen 

Ml cos p' + iVi cos /*" — h cos A" = 0^ 
Lj cos v' — 1»! cos fjk" + iVi cos r = Oj (16) 
— »1 cos v" + Li cos fi" + Ml cos A" = 0) 
bestehen, ohne dass durch die Werthe der Winkel X" /i' v" 
in den Ausdrücken 4? = ».cosA", y =e2 « . cos /i", » = *.coSf^" 
für die Coordinaten eines Puncts dieser dritten Axe, der Glei- 
chung 15) für die durch die beiden ersten Axen gelegte Ebene, 
entsprochen werden dürfte; widrigenfalls ja die dritte Axe in 
die Ebene der beiden ersten Axen fallen müsste. Nun wird 
aber der Gleichung 15) entsprochen, wenn die Gleichungen 
16) in Folge der Winkel A" /*" v" bestehen. Denn substituirt 
man in 15) die vorstehenden Werthe für rr y s», und elinuniri 
vermittelst 14) erst ii, dann Jfi, darauf iV^, so treten die Glei- 
chungen 16) genau wieder hervor. Damit also die Gleichun- 
gen 16) unabhängig von den Winkeln X' /»" v" in ErföUang 
gehen, mithin die drei Axen des Gleichgewichts nicht in einer 
und derselben Ebene liegen, muss man 

Li = 0, Jfi=:0, iVi==0, /i=0, OTi = 0, iii = (17) 
finden. Werden aber diese Bedingungen angenommen, so ist 
den Gleichungen 10) für alle zusammengehörigen Werthe der 
Winkel X f^i v entsprochen d. h. jede Gerade im Räume er-» 
Scheint nun als eine Axe des Gleichgewichts. 
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$. 160. 
Das Resultat der vorstehenden Betrachtungen ist Folgendes: 
1] Nicht jedes im GleichgeM'icht befindliche System von 
Kräften im Räume mit gegebenen Angriffspuncten und unverän- 
lichen Richtungen bleibt im Gleichgewicht, wenn das System 
derAngrilTspuncte um eineAxe gedreht wird, es sei denn dass 
unter gewissen Umständen*) eine Drehung um 180^ Statt ge- 
funden hätte. 

2) Das vorstehende System von Kräften bleibt nach jeder 
Drehung im Gleichgewicht, wenn der Gleichung 

2 Li Jlfi Ni + Li» h + Mi^ Uli + JVi« 1*1 — k mi «i = 
Genüge geschieht. Doch gilt dieses nur von Drehungen um 
Axen, die einer bestimmten Linie, welche durch die Gleichungen 
11) (§. 156) und cos A* + cos ß^ + cos t^* = 1 bezeichnet 
ist, parallel laufen. 

3) Das Kräftesystem bleibt nach jeder Drehung des Systems 
derAngriffspuncte um eineAxe, die in einer bestimmten Ebene 
liegt, oder dieser parallel läuft, im Gleichgewicht, wenn ausser- 
dem den Gleichungen 

NiLi + Äinii = 

ÄiLi + iVi^i = 
entsprochen ist. Die Gleichung der Ebene, welcher die Dreh- 
axe parallel sein muss,*ist 

iVi ^ Jfi ^ Li 

4) Das Kräftesystem bleibt nach jeder Drehung um jede 
DreBaxe im Räume im Gleichgewicht, wenn die Gleichungen 

Li = 0, Jfi = 0, iVj = 0, /j = 0, m^ = 0, n, = 
bestehen. — Die Bedeutung der Buchstaben ist §. 154 u. 155 
No 5) und 8) angegeben. 

$. 161. 

Im Fall das ursprünglich im Gleichgewicht befindliche Sy- 
stem nach einer Drehung um eine Axe nicht mehr im Gleich- 
gewicht bleibt, lässt sich ein Kräftepaar mit unveränderlichen 
Richtungen und AngriiTspuncten der Kräfte nachweisen, welches 



*) Vgl. S. 162. 
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in Verbindung mit dem System nicht allein das anßingliche 
Gleichgewicht bestehen lässt, sondern auch bei m^chfolgender 
Drehung das Gleichgewicht des Systems unterhält. 

Da das System in der ursprünglichen Lage im Gleichge- 
wicht sein soll, so bestehen mit Beibehaltung der bisherigen 
Bezeichnung die Gleichungen 
2{Xn) ^ 0, 2(Yn) = 0, 2[Zu) = 0, 

2(Xnyn—YnXn)=0, 2(ZnXn — Xn»n)-=0, 2(YnZH — Zngn) = 0. 

Dagegen ist den Gleichungen. 10} $.156 nicht entsprochen, de- 
ren ersten Sätze jetzt von Null verschiedene Werthe liefern. 
Wir setzen demnach 

Ni cos /i + if 1 cos V — /, cos A = a i 
L, cosV + iVi cosA —m^cos/i^= b J(18) 
ifj cos A + -^1 cos/e — n^cosv = c, ) 
wo <i, b und c von Null verschieden sind. 

Die beiden Kräfte des Paares, welche dem System in der 
Absicht hinzugefügt werden, um, ohne das anfängliche Gleich- 
gewicht zu stören, auch nach einer Drehung des Systems 
der Angriifspuncte das Gleichgewicht aufrecht zu erhalten, mö- 
gen durch — Pr und + Pr vorgestellt werden. Die Richtun- 
gen derselben bleiben auch während der Drehung unverändert, 
ebenso ihre AngriffspuuQte, deren gegenseitiger Abstand == r 
sein möge. Die Richtung dieser Linie r in der anfänglichen 
Gleichgewichtslage des Systems werde durch die Winkel ga x 
zwischen r und den Coordinatenaxen OX, OY, OZ bestimmt. 
Damit das hinzugefügte Paar keine Aenderung des ursprüngli- 
chen Gleichgewichts hervorbringe, müssen die beiden Kräfte 
— Pr und + Pr desselben nach entgegengesetzten Richtungen 
der Linie r wirken; wir nehmen an, es gesjchehe in dem Sinn 
dass diese beiden Kräfte die Endpuncte der Linie r von ein- 
ander zu entfernen suchen. Bezeichnen wir die Coordinaten 
des Angriffspuncts der Kraft — Pr 'durch Xr, yrj »f, so sind die 
Coordinaten des Angriffspuncts der Kraft + ^r durch Xr + 
r.cos Qf yr -^ r cos o, sh' 'i- r cos v gegeben. Die gestellte 
Bedingung kommt also darauf ^ zurück, dass das System der 

Kräfte — Pr, + Pr, Pj, Pg Ph an ihren Angriffspuncten, 

bei unveränderten Richtungen während einer Drehung um die 
Axe, welche mit den Coordinatenrichtungen die Winkel A /r y 
einschliesst, im Gleichgewicht bleibt. Es muss mithin, nachdem 



die trröisseift Li, Ifj, JV^i, !t, mi, iii die aus 4en liiiizugetretfßfc 
neu Kräften — Pr und Pr eiitstehendd^n Änderungen erlitii^n 
habet!) deti Gleichungen 10) $. 15€ ei^t8t>roefaen werden. 

Nach der Bedeutung dtesei* Grösseti ^ und 8) $.154 und 1 55 
ändern sieh aber, dureh das Hinzutreten der Kräfte des Paarött 
Li in Li ~ Pr cos a *%f -{- Pt eos a («j. + r cos t), also 

Li in Li + ^r.r. cos a.co§t, eben so 
Jfi in Ml + Pr.r. cos p. cos T 
Ni in Ni + Pr.r. cos g cos a 
li in /i + Pr.r(cöSö*4"^^ST*) 
f»! in i»x + Pr . r (cos (>^-j- cos «^) 

«1 in »1 + Pr.r (cos ß^-f"^öSo*) 
um. 

Die erste der Gleidiiiiig^eii 10) Terwmdeltiieh durch dies* 
Substitutionen in 

(JVi + Pr. r cos p €ds«) cos/i + (ifi + JV.**. des. p*bof •) cös ^ -^ 
— ((i+Pr.r(cos 6^-fcost*))oo«A 1= o>de^ mit Berücksich- 
tigung der enslen Gleichung i[l^ In 

a-^-Pr.r [cosp (cosocos/i-j-cosf cosi') — ^cosA (coso'*+ ©ost*)] = 0. 
Bezeichnet man mit « den Winkel zwischen der Orehaxe, 
welche durch die Winkel A /» r gegen iKe GoordimvtcaQioh^T 
tungen bestimmt ist, und der Linie r, wekhie in der. anfäng- 
lichen Gleichgewichtslage des Systems die Winkel ^ o v mit 
den CoordinatenriehtuDgen etnscUfesst: so l^it n[ian 

Beachtet man femer die Gleichung ' . 

cos Q^ + cos a« + cos t« = 1 (20) 

so verwandelt sich die vorstehende Gleichung in 

a *f- Pr.r [cos ^(cosfi *^cos^cos A)^-*cosA(l-^ods p*)]n: 
oder in ' - i 

a + Pr.r (ocwi ^ eoB 9 ^ cos X) faOi « " i 

Zwei ähnliche Gletchüngeti erhält mafe inif dieselbe Weisd mm 
der vneitm iind dritten 6leiehüng(10), so dnss die Gleiohun^M 

ä trx Pr.r (cos k -^ cOS> f.co$ 4) 1 ^ * 

b = Pr.r (cos/i — cos e. cos «j |(21) .. 

c = Pr.r (cos V — cos T.COS «j ) 

hervortraten. 

Zur Bestimmung der Grössb Pr^r d. h. des grösstetl Hö- 
inents, welches das Paar — Pr^ + Pr äu Befem im Stende ist, 

l Iricb. Lckrli. .1. M«cli. 15 



80 wie der anOaglicben Riclituog der Unie r dorcb die Win- 
kel Q a ^, hat man demnach die Gleichungen 20) und 21). Siß 
setzen voraus^ daaa die Richtung der Drehaxe^ um weiche. das 
anfiinglich im Gleichgewicht befindliche System der Angriffs- 
puncte der Kräfte Pi P2 ^s • • • P»> deren Richtungen unver- 
ändert bleiben, gedreht werden soll, durch die Winkel X /« i\ 
unter denen die Gleichung 

cos i» -f cos /i« + cos v^ — 1 (22) 

besteht, gegeben sei, und bestimmen die Richtung der Linie r 
nebst der Grösse Pr.r wie folgt. 

Man erhebe jede Gleichung 21| in's Quadrat und addire 
sie zusammen, das giebt wegen 19) 20] und 22) 

«2 + 62 4. c» = (Pr.r)2. sin *». (23) 

Femer miittiptieire man die 6l0idMUigeki2.1).und zwar die erste 
mit cos A, die zweite mit cos /i , die dritte mit cos r, und ad- 
dire sie mit Rücksicht auf 19) utid 22) zusammen, so entsteht 

aco$X-{'bcos/ii-^cooBr^^:zPr.r.siat^. (24) 
Dividirt man die Gleichung . 23) durch die 24)^ so erhält man 

•' + *'+■" . =h.r, P5) 

und Ueniack aus 24) . 

^???^±^!??^d^???^ = sin *». (26) 

Ä* -j- 6* -|- c^ 

Nachdem (/V.t*) uttd $ aus25)mid26) berechnet sind, ergeben 

sich die Winkel q a t aus 21) 'in wefeben Gleichungen alles 

tJbrige bekannt ist. 

*. 162, 
IM^^ ücrechnangen als. geschehen vorausgesetzt, sei AB 
(Fig. 74) die Drehnngsaxe, deren Winkel gegen die Coordina- 
tenaxen A /» r sind, und^C die anfängliche Richtung der Linie r, 
welche durek.iiie: Winkel g a % bestimmt ist. In. dieser Linie 
ÄC nehme man «wie! beliebige Puiiete #, 6- a|a AngriSsfwnote 

der Kräfte .des beizufügenden Paares, deren gegenseitiger Ab- 

P r 
stand oft' für r genommen wird. Der Quotient -~- ans der 

durch 25) gefundenen Grösse Pr.r und dieser Linie ab, Üeferl 
den Werth Pr der Kräfte des gesuchten Paares. Diese Kräfte 
werden an dei^ Ai^griffspuf cten ^, 6 in der Linie 4C, so ge- 
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richtet^ dass si6 die Pancte a und b von einander zu esifer^ 
nen suchen wenn die Grösse Pr>r »ach 25) positiv hervortrat) 
dagegen werden beide nach entgegengesetzter Richtung, so dass 
sie die Puncto a und b einander zu nfthem suchen, angenom-« 
0en wenn Pr.r negativ ist. In dieser Lage haben die hinzu- 
gefügten Kräfte Pr kein Drehungsmoment; das anfängliche Gleich^ 
gewicht unter den gegebenen Kräften Pi P2. , . Pn wird also 
diHTch sie nicht gestiert. Wenn aber eine Drehung des Systems 
iear sämmtlichen Angriffspunote um AB eingetreten ist, wodurch 
ÄC allmählig in andere Lagen wie AD in dem Mantel des um 
AB mit dem Winkel BAC t» t beschriebenen Kegels geräth, 
80 kommen die Pnncle a und b nach u Und /^, und die Kräfte 
Pr bilden ein Paar mit der Breite ay, dessen Moment 

ziz Pr.ay =z Pr.r. sin afiy = Pr.r. sin o» (27) 
ist, wenn der Winkel afty =1 DAC durch oi bezeichnet wird. 
Diesen Winkel w findet man aus dem Winkel « zwischen der 
Drehaxe AB und der Linie r, und dem Drehungswinkel 0; 
(welche WUdiel in unserer Figur, die voraussetzt dass die Ebene 
EDC rechtwinklig gegen AB liege, durch BAC =1 BAD = 1^, 
und DBC s= $ dargestellt werden) vermittelst der körperlichen 
Ecke DBCAj nach der Formel 

cos « = cos 6* + sin «*.cos ft (28) 

Dieses Kräiiepaar ~ /?, + iPr also hält das gegebene System 
Pi P9 . . . Ptt während, der Drehung fortwäfaread im Gieich^ 
gewicht, da das System flir sich nicht im Gieichgcfwichtigeblie'^ 
hm seiti wtirde. Hieraus folgt, dass «Ke Wiitung der Kräfte 
mit unveränderlichen Richtungen welche ursf rünglieh im Gleich- 
gewicht sind, aber nach einer Drehung der Angriffspnnde nicht 
im Gleichgewicht bleiben, der Wirkung äines Kräftepeares mit 
veränderlichem Moment gleich kommt. Denn nach einer Dre^ 
hung um den Wiiikel DBC = 6 muss die Wirkung der Kräft;e 
demMoment Pf. r sin lu gleich kommen, welches im entgegen-^ 
gesetzten Sinn dreht als» die Kififte iV an den Puncten u uAd ß. 
Ist der Winkd < = 90o d. h. $tebt die Linie AC recht-* 
winklig gegen die Drehaxe AB^ so giebt es zwei Lagen, in 
weldien die Kräfte ~Pr, + Pr tn dieselbe gerade Linie fiiUen: 
Die erste nämlich ist die ursprüngliche Lage welche =r 
entsprichti die andere entspricht . dem Winkel = 180. Das 
System der gegebenen Kräfte befindet sich also unter dieser 

15» 



VorMSsetzung in zwei Lag«ii im €leicbgewicfat^ dts eine ist 
Bin stabiles, das ändert ein labiles. 

Wenn aber der Winiiel e von 90^ verschieden ist, so be^ 
findet sich das gegebene System nur in der anfängUchen Lage 
im Gleichgewicfai Denn da^ Moment 27) nimmt jetzt nur für 
ö = den Werth Null an, es wird am grössten für ö = 18ft, 
wo Ol rs 2< und das Moment des Paares =s Pr.r.sin 2c ist 
Inzwischen ist zu bemerken dass diesies Moment des Pbares 
— Pt^ '^Pr gar keinen Einfinss auf Drehung des Systems um 
die Axe AB hat, weil die Ebene der Ki^fte, .für ß = 180p, 
durch AB selbst geht; es ist aber auch kein Gleichgowiaht 
vorhanden, denn das Paar sucht ji^tet die Drehungsaxe AB selbst 
zu drehen*). 

S. 163. 
Will man beurtbeUea ob das anfängliche Gleichgewicht der 
gegebenen Kräfte^ welche willkührliche aber unvefrfinderlkhe 
Richtungen im Räume habe«^ stabil oder nicht, .slabil sei, so 
hat ma« nur die Gleichung 25) (f. 161) .zu berücksichtigen. 
Diese stellt nämlich das Moment des dem gegebenen Syslen 
der Kräfte hinzuzufügenden Kräftefaares dar, damit di)& jiämmf* 
lichen Kräfte auch nach einer Drehung, des Systems' um die 
lAurch die Winkel A fi ff bestimnUe Drehaxe im GleicIgewidhI 
bleibe». Dabei sind die Kräfte die«;es Pamres so gerichtet daäs 
sie den Abstand ihrer AngnfTspuncte ru vergriNisem suchen^ 
also wenn sie allein thätig wären dielii]ie ihrer Angrifispuncti 
in die ursprüngliche Lage des Gleiehgißwichts zurüekAlhren 
Würden; d. h. dieses hinzugefügte Krlftepaar entspriclKt dem 
Stabilen Gleichgewicht sobald ihr Momeiä; nach 25) positiv ge^ 
ianden wird. Da.ab^r nach der Drehung dieses Kräftepaar 
«^(^thig ist, um das Gleichgewicht des gdgilbenen Systems aü 
verbürgen, so ist klar dass di^ Wirkung idiese^^ Systems nach 
der Drehung, d^ eines Paares jron demselben Moment, welches 
aber im entgegengesetBte« Sinn dreht, g^ieh kdnunt. Entspricht 
also das hinzugefügte Paar einem stabilen Gleichgewicht, m 
hat das System der gegebenen Kräfte den Zustand des nicht 



*^ Möhiuf faetelchnet dieiren ZtHtsnd mit dem t^amea ntjütral^i 
CrleiiAgeirJflfat Lelirbudi der Statik S. 3t3. Laiptig 1637. 



stabilen Gleichgewichts, uad um|^ekehrt Hieraus ist ersichtlich 
dass das gegebene System der Kräfte in einem anfönglichen 
stabilen oder nicht stabilen Gldchgewiolite sich befindet, je 
nachdem das Vonieiohen yon Pr.r in 25) (S. 161) das negative 
ader das positive ist. Demnach ist das ursprüngliche Gleich- 
gewicht de$ Systems^ der gegebenen Kräfte sicher oder unsi- 
cher, je nachdem der Nenner in 95) nümlicb 

a coa A + ft cos /# -h r cos v (39) 

negativ oder positiv ist. Die Bedeutung der Buchstaben a, i, o 
ist in 18) $. 161 und 5) und 8) §. 154 und 155 ang^eben. 

Lässt man die Ooordinat^axe « mit der Drehaxe stusam-« 
menfaUen, so kommt der vorstehende Ausdruck, weil X zsz 
900, % s^ 900, ti = ist auf 

c SB — Hl = — (/ + m) jiqp — 2(X»mH + Ynym) 
zurück. Das gegebene System 4er KriAe befindet sich also in 
sicherem oder unsicherem Gleichgewicht je nachdeiu SiXnßh^-^ 
+ Ynyn) positiv oder n«g(itiv i^l. Dieselbe Bedingung ist für 
das sichere oder unsichere Gleichgewicht von Kräften in einer 
Ebene, die rechtwinklig gegeft die Drehaxe liegt ($.116) gefunden 
worden. Daraus folgt dass, um die Sicherheit des Gleichge- 
wichts eines Systems von Kräften im Räume in Beziehung auC 
Drehung um eine gegebene Drehaxe zu beurtheilen, man nur 
nöthig hat, die Untersuchung für die Projectionen dieser Kräfte 
auf eine gegen die Drehaxe normale Ebene zu führen. 

§. 164. 
Sind e& ^PwraUelkräfta ^nd will man die Sicherheit des^ 
Gleichgewichts beurtheilen, so kann di^esi f benüalks uacb eiuer 
eiufacbeu Regel geschehen, die siek aus der allgemeuien Hß^. 
diugung 

a cos X + b cos /^ + c cos p '^ 

leicht ableiten lässt Blaii nehme die Axe der a» vi der l^ch-i 
tung der Parallelkräfte, so ist X= Q, ¥ = 0, und wegen des 
anfänglichen Gleichgewichts hat man 2{Zx) = 0, JS(Zy) =^ 0^ 
ftlso ist nach. 5) J. 154 Li = 0, if j = 0, iVj =; 0, 

und uach 8) $• 155 /i=^2[Z»»,.), m^=:i:[ZH»n), «i^O 
Hieraus folgt nach 18) §. 161 
a = — cos A . 2{Zn^u^ ff == — cos^i . ^Z»»»), c — 0. 
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Der Ausdruck 29) §.163 wird demiiach 

— 2;(Zm»«)(cos i* + cos/1*). 
Zeigt sich dei'selbe negativ oder positiv, so ist das anfängliche 
Gleichgewidit stabil oder nicht stabil. Wenn also 2{Z») d. h. 
die Summe der Producte der einzelnen Parallelkrttfte in den 
Abstand je ihres Angriffspuncts von einer gegen die Richtung 
der Kräfte rechtwinkligen Ebene positiv ist/ so ist das Gleich- 
gewicht unter den Parallelkräften ein stabfles; zeigt sich aber 
diese Summe negativ, so ist das Gileichgewicht nicht stabil. 

• Wird z. B. das Gewicht W eines Körgers durch eine gleiche 
Gegenkraft an einem Angriffspuncte A (Fig. 75) unter dem 
Schwerpuncte S im Gleichgewicht gehalten, so ist das Gleich-« 
gewicht nicht stabil. Denn nimmt man die Riclitung von oben 
nach unten positiv an, so ist der Abstand BS des Schwerpuncts 
von d^m Durchschnitt B mit mer horizontalen Ebene JtfJV ne* 
gutiv, während TF an i$ positiv zu nehmen ist. Dagegen ist 
W 9Xi A negativ und BA positiv. Man hat also hier 

S^Z%\ = — W. BS —W.AB, 
welche Summe durch das — Zeichen erkennen lässt, dass da« 
Gleichgewicht unsicher ist. Wäre der Pünct A aber dem 
Schwerpuncte angenommen, so würde sich die Summe positiv 
und das Gleichgewicht als ein stabiles gezeigt haben. 

S. 165. 
Wenn die gegebenen Kräfte Pj P^ P3 u. s. w. ursprünglich 
nicht im Gleichgewicht unter einander sind, so lassen sie sich 
durch eine einfache Kraft und ein Kräftepäar ins Gleichgewicht 
bringen ($. 144). Ein zweites hinzugefügtes Kräftepaar kann 
ab^ den vorstehenden Untersuchungen zufolge so angewendet 
werden, dass es, ohne dieses Gleichgewicht zu stören, hei nn^ 
veränderten Richtungen sämmtlicher Kräfte, nach einer Drehung 
des Systems der Angriffspuncte das Gleichgewicht unterhält. 
Die beiden Paare lassen sich zu einem einzigen Kräftepaare 
zusammen setzen. Es ist also möglich durch ein Kräftepaar 
und eine einfache Kraft ,^ oder durch zwei Kräfte deren Rich- 
tungen im Allgemeinen nicht in einer Ebene liegen werden, ' ein 
nicht im Gleichgewicht befindliches Kräftesystem Pi P^ P3 u. s. w. 
in ein fortdauerndes Gleichgewicht zu versetzen.' Liegen die 
Angriffspuncte dieser beiden Kräfte in der Drehaxe, welches 
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unter besonderen Umständen eintreten kann^ so ist der Druck 
den die Axe von den Kräften mit unverftnderten Riclitungen 
auszuhalten faat^ während das Sytem der AngriiTspuncte um 
diese Axe gedreht wird, immer von gleicher Grösse und Rich-- 
tung. Die Axe wird in diesem besondern Fall Hauptaxe der 
Drehung genannt, über deren Nachweisung das Lehrbuch der 
Statik von Möbius Iter Band $. 138 u. f. nachgesehen werden 
kann. Es zetgt sich , dass solcher Axen, auf denen* die An- 
griffspuncte der beiden Kräfte liegen, welche mit dem System 
der gegebenen Kräfte gleichwirkend sind, höchstens zwei er- 
scheinen. ' Bei Kräften jedoch die eine resuHirende Kraft haben, 
ist jede durch deren Angriffspunct (Mittelpunct) laufende gerade 
Linie selbstverständlich eii^e solche Hauptaxe. 

Im Fall das System aus zwei Kräften besteht, deren Rich- 
tungen im Räume nicht in einer Ebene liegen, lasseipsich die 
beiden Hauptaxen folgendermaassen nachweisen. 

$. 166. 
Es seien Pi P2 die beiden gegebenen Kräfte mit den An- 
griffspuncten A und B (Fig. 76), so ist zunächst die gerade 
Linie AB die eine Axe, welche auch während der Drehung an 
denselben Puncten A und B von den Kräften ergriffen bleibt. 
Um die andere Hauptaxe zu finden, lege man durch die Rich- 
tung APi die Ebene MN parallel mit der Richtung BP2, und 
versetze die Kraft P2 vom Puncto B nach dem Fusspuncte C 
des von B auf die Ebene MN heräbgefSIIten Perpendikels BC. 
Die Kraft P^ an C hat nebst dem Paare P2 an B und — Pj 
an C gleiche Wirkung, wie die Kraft P^ an Ä. — Es sei D 
der Mittelpunct der beiden Kräfte P2 an C, und Pi an A in det 
Ebene JßV, und Q die aus ihnen resultirende Kraft, welche (nach 
$. 113 und 115] auch während der Drehung diesen Angriffs- 
punct D beibehält. Die beiden übrigen Kräfte P2 an B, und 
...p^ an Cy welche ein Paar bilden^ lasiSän sich in die Ebene 
des in D auf MN errichteten Perpendikels DE parallel verse- 
tzen. Ist DE = BCy so hat maii nun an Ä die Kraft P2 pa- 
rallel der ursprünglichen Richtung, und an D die Kraft — P«^ 
nach entgegengesetzter Richtung. Diese setzt sich m\ Q iti 
der Ebene MN zu der Kraft R zusammen. Hiernach ist di6 
Kraft R in der Ebene MN am Puncto Z), nebst der Kraft P2 am 
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Puncte E gleichwirkend mit den beiden gegebenen Krftften JP| 
an A und Pg an B^ auch ändern jene beiden Kräfte R m D 
und P^ an £ während einer Drehung ihre Angriffs^uncte P 
und E nicht. Die Drehaxe DE bleibt also an denselben Puncten 
immer denselben Kräften ausge;$etzt, mithin stellt sie die oben 
erwähnte andere Hauptaxe dar. Diese steht also rechtwinklig 
auf der Ebene , die den gegebenen Kräften parallel ist, und 
läuft duixh den Mittelpunct derselben beiden Kräfte, nachdem 
sie auf diese Ebene rechtwinklig projicirt sind. 

Von dem Druck, welchen eine Drehaxa auszubauen hat 

$. 167. 

Es ist von Interesse, die Wirkungen zu kennen, denen 
eine Axe, um welche Kräfte ein System von AngrilTspuncten 
drehen, ^ausgesetzt ist. Ohne eine solche Kenntniss lassen 
sich z. B. die Dimensionen der Wellen und Zapfen der ge- 
wöhnlichsten Räder gar nicht bestimmen, auch würde man 
ohne sie die Grösse der Reibiing zwischen den Zapfen und 
deren Pfannen abzuschätzen nicht im Stande sein. 

Liegen die Angriffspuncte und die Richtungen der Kräfte 
in einer Ebene, >velche rechtwinklig gegen die Drehaxe stehl^ 
so hat diese an dem Punpte,^ wp sie jene Ebene sct^neide^ 
einen Druck auszubauen, welchen man findet wenn sänmtlicl^e 
Kräfte parallel ihren ]Kicbtungen an diesen DurchschnittspuACt,YerT- 
se^t und zu einer einzigen Kraft zusammengenommen yrerden. 
Denn ist (Fig. 77) A der AngrilFspunct einer Kraft Pi in der 
wy Ebene, und die » Axe 4ie Drehaxe, welche die xy Ebene 
im Puncto schneidet, so wird an der Wirkung der Kraft P^ 
nichts geändert, indem an zyyei einander entgegengesetzte 
Kräfte Pi und — Pi in der, mU der Richtung von P, «« -A 
parallelen Linie angenommen werden. Die Kraß Pi an A ver- 
bindet sich mit — Px an zu einem Paare, welches eine 
Drehung um die Axe OZ hervorbringt, und die Kraft Pj. an 
übt in. einen Druck auf die Axe aus. Dasselbe (pU von den 
übrigen Kräften P2 P5 u.s.w., deren Angriffspuncte und Rich- 
tungen in dor xy Ebene liegen. Sie erzeugen sämmtlich einen 
Druck auf den Punct 0, welcher durch die aus allen nach O 
paraUel versetzten Kräften Pj P2 P5 u. s. w. rcsultirende Kraft 



R dajrgestdlt wird, deren RighUmg ebeafalb in der ;r|r Eben« 
«egt. 

$. 168. 

Befinden sich die sämmtliehen Angriffspuncte der Kräfle in 
d^ xg Ebene, b^ben aber deren Richtungen beliebige Neigun- 
gen gegen diese Ebene^ sq hat man jede Kraft in zwei andere 
z^ zerlegen, deren eine in die scy ißbene fillU, die andere der 
» Axe parallel ist; z, B. die Kraft fi an Ai (Fig. 78) giebt die 
C^umponente^ Qi und Zi. Die Qi . fin Ai wird ersetzt durch 
Qx m und das Paar Qi — Qi^ dessen eine Kraft in A^^ die 
andere ifx den Angriffapunct habofi. Eben so wird die Kraft 
Zi an Ai ersetzt durch Zi in d und das Paar Zi — Z] an 
den A^griffspun^en 4i und 0. Die Kraft Fi an ^i hat dem*- 
nach ausser dem Drehungsmoment um OZ folgende Wirkun-« 
gen auf di^ Aj^e: 1] die Kraft Qi m Q, deren Grösse dinrch 
Q,^ = Pj fos t| gegeben ist, wenn fi den Neigungswipkel von 
Px ^c^on di^ o^K Ebene vorstellt.^ Mw ^t auch Qi^Pi »ix^rxi 
wo yi den Winkel «wischen 4or Richtupg von Pi und der ß 
A^e, bezeichnet. Diese Kn^ft Qi sucht die Ajke OZ am Puncto 
O zu biegen, falls sie an den Endev festgehalten «etn sollte« 
2) Die Kraft Z^ an 0, ihr W^h ist Zi === A «inti » P coa^i. 
S,i^ sucht die Axe OZ der Liinge naqh zu verschieben^ 3) Das 
Kräftepaar Zi — Z|^ dessen Ai^griQspuncte Ai Ufid sind, 
und dessen Moment =^ Zi * Oiij ist. Dieses Paar ß^clit die 
Drehaxe OZ in der Ebene AiOZ va drehen« 

Ablaiche WirHungei^ wio die Kraft P| habeq auch die 
Kräfte P2 P3 u. s. w., deren Angrifispuncte in der xy Ebene 
liegen, .ujxd dere^ Richtungen gogen die fPif Ebene beliebig 
geneigt sind. Ausser dem DrehLUt^gsnK>meAt um QZy wozu sie 
alle ihren Beitrag liefern, suchon sie die Drehaxe am Puncto 
zu Ij^ie^en u^d ZM^ar mit e^er Kra^ft,. die aus allen ihren 
nach |,ar{ille) Y^rsetztoi||i Componenten ^i, der an^ Ebene, re-r 
sultirt; fernotf suchen sie dio Axe QZ in der ^lignen Richtung 
dieseif Axe zv, y^rschieb^, mit oiner i^raft, weldie 4^e Resul- 
tante aller Componenten, dio der Axe OZ parallel sind,, dar* 
stellt; endlick siechen sie> die Axe OZ zu drehen, mit einem 
Drehungsmoment, welches a^ ^Uei|i Djf^hungsmomenjten zu^ 
sammei;i[ge$.etzt ist, deren Ebenen durch QZ und <jljie . eiazekie^ 
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gegebenen Angriffspuncte gehen ^ und deren Kräfte die mit 
OZ parallelen Componenten der gegebenen Kräfte Pi Pz 
u. s. w. sind. 

$. 169. 
Liegen die AngrifTspuncte der um die OZ Axe drehenden 
. Kräfte nicht in der rry Ebene , welche die Gegenwirkung dar^ 
bieten soll, sondern sind sie beliebig um die Axe vertheilt: so 
lässt sich; bei beliebigen Richtungen der Kräfte im Räume, de- 
ren Wirkung in der xy Ebene so wie auf die Drehaxe fol- 
gendermaassen nachweisen. — Es sei Ai der Angriffspnnct der 
Kraft Pi (Fig. 79) deren Richtung mit der s Axe den Winkel 
yi dnschliesst. Man zerlege Pj in ft =Pi sin^i undZ2 = Pi 
cosfi, voa denen Qi mit der Ebene o^, Zi aber mit der» Axe 
parallel ist. Es werde AiBi parallel mit der z Axe gezogen, 
and Bi sei der Durchschnittspunct von ilifii mit der osy Ebene. 
Ausserdem lege man durch Ai eine Ebene parallel mit der xy 
Ebene, welche die » Axe in Ci schneide. Nimmt man Ci als 
Angriffspunct der beiden gleichen Kräfte Qi und — ^i an, so 
wirkt Ol an Ai eben so, wie Qi an Ci und das Paar Qi, —Qi 
an ^1 und Ci. Dieses Paar lässt sich in die xy Ebene ver- 
setzen. Die Wirkung von Qi an Ai ist also übereinstimmend 
mit der vereinigten Wirkung von ft an Ci und des Paares Qi 
— Qi an j?i und 0. Dieses Paar bringt Drehung um die s 
Axe hervor; die Kraft Qi an Ci hingegen liefert an dieser 
Stelle einen Druck gegen die Axe. — Die Kraft Zx an Ai hat 
gleiche Wfrkung wie Zj an Ci und das Paar Zi — Zi an Ai 
und Ci. 

Hiernach kann man statt der Kraft Pj an Ai setzen: 1] das 
Paar Qi — Öi ^ ^^^ ^ Ebene, welches das System der An- 
griffspuncte um die % Axe zu drehen sucht, 2] die Kraft Qi 
am Puncto Ci der Drehaxe, welche dieser daselbst einen Druck 
mtttheilt, 3) die Kraft Zi an Ci, welche die Drehaxe der Länge 
nach zu verschieben strebt, 4] das Paar Zi — Z^ an Ai und 
Ci welches die Drehaxe selbst zu drehen sucht. Die Ebene 
dieses Paares geht durch die Drehaxe und den Angriffspunct 
Ai der Kraft Pi. Es ist noch zu bemerken, dass statt der 
unter Nr. 2 aufgeführten Kraft Oi an Ci dieselbe Kraft Qi an 
nebst dem Paare Qi — ^i an C^ und angenommen wer- 
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den darf, desseti Ebeiie darch die » Axe geht und der Rich- 
tung von Pi parallel ist. 

Die Kraft P^ ein A^ bringt also nicht allein ein Drehungs- 
moment um die z Axe hervor^ 9ondem drückt auch dieselbe 
an Oj sucht sie der Länge nach zu verschieben und mit einem 
Drehungsmomente zu verrücken, welches sich aus den beiden 
Kräftepaaren bildet, deren Ebenen durch die s Axe gehen, von 
welchen die eine der Kraft P^ parallel ist, die andere durch 
den Angriffspunct A^ der Kraft P^ geht. 

Dieselben Wirkungen üben die anderen gegebenen Kräfte 
P2 P3U.S.W. aus, und bei vollständigem Gleichgewicht müssen 
sich die eben aufgezählten einzelnen Wirkungen unter einan- 
der aufheben. Wird aber eine Drehung um eine feste Dreh- 
axe beabsichtigt, so muss die Befestigungsweise so wie die 
Gestalt derselben so angeordnet werden, dass die auf sie über- 
gehenden Wirkungen der Kräfte von ihr mit Sicherheit ertra- 
gen werden können. 

$. 170. 

Während der Drehung der Angriffspuncte um die » Axe 
werden , insofern die Richtungen der Kräfte Pi P2 P5 u. s. w. 
ihren ursprünglichen Richtungen parallel bleiben, der aus den 
Kräften Q^ Ö2 ^- s. w. entspringende Druck auf die Drehaxe 
und die Paare Q^ — Q^, Q2 — Q2 ^- s. w., deren Ebenen den 
Richtungen der Kräfte P^ P2 u. s. w. parallel sind und durch 
die Drehaxe gehen, so wie die Kräfte Zj Z^ u. s. w., welche 
die Axe der Länge nach verschieben, unverändert bleiben; 
auch ändern sich nicht die Drehungsmomente der Paare Z^ 
— Zi, 2/2 — Z2U.S.W., deren Ebenen durch die Drehaxe und 
die Angriffspuncte der Kräfte P^ P2 u.-s. w. gehen; dagegen 
nehmen die Ebenen dieser letzteren Paare immer andere La- 
gen an. Hieraus aber folgt, dass die Gesammtwirkung der 
Kräfte P, P2 u. s. w. auf die Drehaxe während der Drehung 
so lange veränderlich bleibt, als sich die gegebenen Kiäfte 
Pj P2 u. s. w. nicht auf eine oder zwei Kräfte zurückführen 
lassen, deren Angriffspuncte in der % Axe selbst liegen, in 
welchem Fall die Drehaxe eine Hauptaxe der Drehung ge- 
nannt wird. 

Man sieht hieraus von wie wesentlichem Nutzen für den 
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leichieo und regelmässigen Gwfg der Ma$diinen ^e symmew 
trische Yertheilung sowohl der Angriffspuncte der Krä^e als 
auch der Kräfte selbst um die Drehaxen ist* Denn bei solcher 
Anordnung hßben sich die Kjfißepaare^ welche eine Verände- 
rung in der I^age der Drehaxe hervorzubringen streben, ^e«- 
gen einander auf; der Druck der Zapfen gegen. die Pfannen 
wird thunlichst vermieden, und die Wirkung der angebrachten 
Kräfte kommt auf r^ine DrehuagsmomeAte um die Drehaxen 
zurück. In welchem Maasse eine solche Yertheilung au^führ^ 
har ist, wird sich später bei den einzek^en Kaschinen zeigen. 

Von den virtuellen Momenten oder dem Priqcip der vir-' 
tuelien Geschwi^digkeiteo^ 

$. 171. 
Die Bedingungen des Gleichgewichts lasßen sich in eine 
allgemeine Vorschrift einkleiden, wenn man den Ausdiruck Mo- 
ment einer Kraft noch in einer anderen als der bisherigen 
Bedeutung nimmt. Unter Moinent versteht man zwar immer 
das Product einer, Kraft in die Länge einer liinie, indessen 
werden beid€[ nach Umsitänden ander« beslwmt. , Befinden siph 
nämlich, die Richtungen (der Kräfte in einer ßbene^ so fäll^ 
man von einem^ Puncto derselben Perpendikel auf die Riphtun-* 
gen der Kräfte, md Moment einer ^raft wird d^s Product der- 
selben in d^s ihr jsugehörige Perpendikel g^na^nt. Ucigen abej? 
die Richtungen d^ Kräfte qicht in eii^er Ebeixe und ist voi^ 
dem Gleichgewicht derselben in Absicht auf Drehung un^ eine 
Ai^e die Rede, so wird unter M^mpi^t einer Kriift.das Pro<duct 
ißx Protection derselben auf ^ine. gegen die Drehaxe re<jht- 
winklige Ebene in deQ li^ür^ßst^n .Anstand dieser Projectlon von 
der Drehaxe verstauden« , Bei Parallelkräften endlich bedient 
man sich des Ausdrifck3;,MQjment einer Kraft zur Bezeiclinung 
des Products dieser Kraft m dßs. vom Angriil^puncte der Kraft 
auf/ine.geradet Linie, j^ier auf ei^ne Ebeqe gefällte P^rpen- 

Zu diesen Bedeutungen, de^ Wpiftes Monfent, .{ioiqmt noch 
eine neue, für welche der Ausdruck virtuej(li^s Moment gilt. 
Es wird dabei vorausgesetzt, dass das System derAngrifiGspuncte 
4er Kräfte durch eine beliebige. Ursache ijoi eine SQlqhe iinend- 



lieh ktefine Bm^egung verisetet sei, ^ie mit der gegebenem Ver- 
bindungsweise der Angrifibpanete linjt^r einander verträglich ist. 
Wenn nun der Angriffspunct A der Kraft F hiedurch den un- 
endlich kleinen Weg ÄV (Fig. 80) beschreibt, welcher dessen 
virtuelle Geschwindigkeit genannt wird, und ^If die Pro- 
Jection von AV auf die Rfehtung der Kraft P vorstellt, so ist 
das Product P,AM das virtuelle Moment der Kraft P. 

Das virtuelle Momisnt einer Kraft ist demnach das Product 
der Kraft m die Projectton der virtuellen Geschwindigkeit ihres 
Angriffspuncts auf die Richtung der Kraft. Man bringt diesem 
virtuelle Moment entweder positiv oder negativ in Rechnnng^ 
je nachdem jene Projection der virtuellen Geschwindigkeit, vom 
An^ffspuncte d^r Kraft angerechnet, auf dt^ Richtung der Kraft 
selbst filUt, oder nach der entgegengesetzten Richtung zu lie- 
gen kommt. Ware also AV^ die virtuelle Geschwindigkeit voh 
Ay und AMi deren Projektion auf die Linie, in welcher die 
Richtung der Kraft liegt, so wird das virtuelle Moment P.AM\ 
negativ in Rechnung gebracht werden. 

Wie nun vermittelst dieser virtuellen Momente die Bedin- 
gnngen des Gleichgewichts, sowohl in fie2iiehung auf fortschrei- 
tende als auch drehende BeWegun^ in eine einzige einfache 
Vorschrift sich zusammenfassen lassen^ soll ih den naetifolgen- 
den Betrachtungen niher nachgewiesen werden. 

$. 172; 
Auf den Punct A mögen mehre Kräfte Pi P2 h u. s. w. 
(Fig. 81) wirken, deren Richtungen in einer Ebene liegen und 
mit der Afoscissenaxe AX die Winkel «i «2 «5 n. s. w. ein- 
schliessen. Zerlegt knan die Kräfte nach den beiden reehf- 
winkllgen Axen AJC und AY^ so bekommt mati (f . 88) 

^ x=s Pj^ cos «j + Pti cos «2 + '^5 C^ OJ •+ . . . 

Y ttxz p^ sin tti '+ P2 sin a2 + 's si» 03 + • • • 
Man denke deti Atigriffspunct A nach r verrückt, während di^ 
Richtungen der Kräfte ihren ursprtinf liehen Riehtüngen parAll^ 
bleiben, so ist AV die^ virtuelle Geschwindigkeit \<m A. E^ sei 
der Winkel VAX^r, und der Winkel RAX, zwftjcheh AX tind 
der resultirenden Kraft », =a, so ist Jr=s=fi.cosö, Y=^R.3\na 
und • . . A 

ÜAV aa ö — r, cos RAV =^ cos« coSrH-«inö «hif/, 



PiAV = Ol — y, 008 PiAV = cosuiCf^sv-^sinaiSinrf 

P^V = «2 — «^j cos ^2-^^ *= C0SÄ2 00Sf4-»Ula«Sin»', 
U.S. !¥.} folglich ward 
i{ . cos &AV = il cos a cos r -f" ^ ^ ^ • sin i^ = 
= JT . cos f' 4- y . s}» f. 
Substituirt man hierin für A' und IT. die obigen Werthe, so 
entsteht 
R . cos RAY = Pi (cos ai cos v + sin u^ sin ») + 1*2 (OQS <»2 cos v -^ 
+ sin ft2 sin t') + u.s.w. = Pi . cosPii4 F + P^ cosf 24K-|- q»s.w;, 
oder 

Ä.i4K.cosiMK=P,-iiK. cosPii<K+ fg.ilK.cosPa^^-fusw. 
Es sind aber ilF.cosiLIF^ ÄV.co^PiÄY^ i4K.cosP2'<^u.s.w. die 
Projectionen von ÄV auf die Sichtungen von il, Pi, P^ n.s.w«, 
welche durch f, ni^ f»gU.s.w. bezeichnet werdeyi mögen. Die 
vorstehende Gleichung verwandelt sich hierdurch i^ 
Ä.ß = ^1«! + i'awa 4- ^5W5 + U.S.W., 
und xeigt, dass das virtuelle Moment der resultirenden Kraft R 
gleich der Summe der virtuellen Momente der gegebenen Kräfte 
1*1 ^2 u. s, w, sei 

Sind die Kräfte Pi P^ P$ u. s. w. unter einander im Gleich- 
gewicht , so ist die resultirende Kraft A »= 0, und man hat 

Plfl + ''2^2 + 1^5 ^5 + u.s,w, 5= 0, 
d. h. im Fall des Gleichgewichts mehrer Kräfte in feiner Ebeue 
an einem gemeinschaftlichen AngrifTspuncte ist die Summe der 
virtuellen Momente dieser Kräfte gleich Null. 

$. 173. 
Haben die Kräfte P| P^ P5 u. s. w, den gemeinachiiftlichen 
Angriffspiuict A, liegen aber ihre Richtungen nicht in einer 
Ebene, so lege man durch A (Fig. 45) drei rechtwinklige Co-^ 
ordinatenaxen AX, AY, 4Z, mit welchen die , Richtungen der 
Kräfte die Winkel 01 ßi fi^ »2 fla ^2 ^ s* W. ein^chliesfen. 
Die resultirende, Kraft sei R^ und deren Winkel mit diesen 
Axen a, b^ Cy so ist nach $: 88 

X ?= Pi cos fti + Pg cos U2 + ^9 CO9 «3 + . . . 

y «= i>i cos fii 4- P^ cos ^2 4- ^5 cos /Jj -|- . . . 
Z =»: Pi- cos yi -f P2 cos y« + ^5 cos ys + . . . 
und JT = ü cos a, y s= il cos 6, Z = A cos c. 

Wird A nach V verrückt, so dass AV die virtueHe 6e- 
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^chwincHgkeit von A vorstellt, und sind n 9 o die Winkel 
zwischen AF und den Axen AXy AY^ AZ, während die Rich- 
tungen der Kräfte unverändert bleiben, so hat man 

cos MAV si= cosa cosii + cos 6 cx)Sf) -[* ^^^^ cosiO;. 
daraus 

R, 00» RAV= R. c(»sa cos» H^ B. cos b coso+^- Qosocosio^ 
oder . . 

R cos RAY = X co$u 4- y cos f> + ^ <50S to. 
£etist man hierin für.jr, Yy Z die obigen Werthe und berück-* 
sichtigt, dass 

COS PiAV s=» cos «1 cos U + COS./?i cos© + COÄ/'i CQS» 
CO« P^AV = cos «2 CQS II, + cos 1^2 COSD + COS/'j COS«? 

u. s.w. ist^ so jfindet sich 

R.cosRAV=Pi.cosPiAV+P2.cosP2AV'{-P^.cosP9Ar+ns.Yr,^ 
oder 

R.AVxosRAV=Pi.AVxosPiAV+P2.AV.cosP2AV+Ps.AVcosPaiAV+.., 
Bs and. aber AV . cosÄ.4K, ^F ..coAPtAV, AV . C0SP2AV, 
AV. cos P^AV u.s»w. die Projectionea der virtuellen Geschwin- 
digkeit i4F auf die Richtungen von Ä, i^i, Pa, P§ u. s. w*, wel* 
che durch p^ ^1, fi« , 515 u. s* w. bezeichnet werden sdUen. 
Die Gleichwig wird daher 

d. h. auch: bei Kräften die heliabige Richtungen im Kaume iind 
denselben Avgriffispunct haben, iat das virtuelle Momeitf, der 
resultirenden Kraft gleich der Summe der virtuellea Mpiaente 
der ComponeiM»n. . > . 

Befinden sich die Kräfte Pi P2 P5 u. Su w. ui^ter einander 
im Gleichgewicht, so ist A = und man hat nun • 

d. h. die Summe ihrer virtuellen Momente ist Nult 

.. S* •!''*• . 
Wenn die Kräfte Pi P2 P5 u. s. w., ^^ren Ricl|tungen in 
einer Bbene liefen, i^ers^^hiedene , unter mandqr.lei^t verbun- 
dene iAngüUrspunctf 4i An 4^ u.s.w. haben, die um eine get- 
gen die Ebene rechtwinklige Axe drehbar, sind/ ^o muss im 
Fall. des Gleichgewichts unter den Kräften, (sfioh $, 10;^) d\p 
algebraische Sumipß der Mpmeute dieser Kräfte m Bfi^iehupg 
iMpf einen Dir/ehpiancl^ P, der in. dje^er.Rben^ bi^^ig laoger* 
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nomm^n werden mag^^ glef^^h N«n sefrt;- wobei die MoMetite 
der Krfifte , welche ki entgeg6ilgesel2tem Sinti dfeheti , auch 
entgegengesetzte Vonseieben erkalten. Diese Vorschrift lässt 
sich gleichfaHs au^ die virtueUen Momente znrtidiführeii. - 

Man ziehe vom Drehpuncte (Fig. 82) nach den AngHffii^ 
pnncten A^ Ä2 Ä^ die geraden Linien OAi OA^ OA^ , mit wtel- 
chen die Richtungen der Kräfte Pi P2 P^ die Winkel oi a^ nj 
einschliessen mögen. INis Mom^t dei^ Ki'aft Pi in Btezi^üng 
auf ist, wenn OBi das Perpiendikel viDn auf die Richtung 
der Kraft Pi vorstellt = Pi. OBi == Pi.OAi . sin a, ; eben $0 ist 
das Moment von P2=^P^^0A2^f^ina2, und i^iSYon P^^^P^.OA^. 
sin as- Drehen die beiden Kräfte Pi P2 von der Reckten zur 
Linken, die Kraft P, aber entgegengesetzt, so muss im Fall des 
Crletchgewichfs 

Pi . OAi . sinai-\'P2.0A2 . sin 02 — ^5 • OA^ . sino3=:0 (l) 
sein. . I * 

Es werde das System der AngriiTspttncte Ai Ä2 Ä^ um 
den Drehpunct unendKch w«nig verrOckt, so da^d die Linien 
Oi4i, 0A2^ OAi deh uhendlicb kleinen Winkel « sb= i^iOCi i»« 
m=^2^ ^ ^5^ gteMn^eitig besohreiben. Die Angrüftpunoie 
durchlaufen hiebei die virtuellen Geschwindigkeiten d-. h» dfe 
unendlich Ueinen Wege i4i€i, A2C^^ ^363, ddren Proj^ctionen 
auf die Riohtttngen der &äfte durch A^c^^ ^2^2? ^^5^5 »»ge^ 
g^ben werden. Da i4iQ ^=OAi . <» und Ai^i s» jijCi .cosCiiliPi 
^ itiC| . sin »i ist, so zeigt sich 

AiQi = OAi . CO . sinai, eben so wiwi' 
^2«2 = ^^2 • ^ • sin-a2 . • 1 ' 

A^ti^ = Oi45 . w . sinerj. ^ ' 

Bezeichnet man diese Projectioneii der virtübllen Gesclhvindig- 
keiten der Angriffspüncte, wie oben, durch ft\ n2 ws, mUlli.- 
plicirt die Gleichung 1) mit cü, und substituirt die vorstehen- 
den Werthe, so verwandelt sich 1) in 

Pmi + P2n2 - P^ns = 0. • (2) 

Von den Projectiohett i^itti, ^4202, -43«^ kommen die böU 
den ersten auf den Riclitungen ddr Kräfte F1P2 MÜbtH zu lie- 
gen, während die dritte ^303 nach der entgegengesetzten Riek*» 
tung der Kraft ^ fWlt. Wenn also wie oben bemeriit w^rden^ 
die virtuellen Momente im ersten Fall positiv, im «nderen ne^ 
gatiT in Rechnung gebracht werden, sd zeigt. nioh, wenn 4te 
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Kräfte Pi P2 P5 in Beziehung auf Drehung um dßu Punct 
im Gleichgewicht sind^ dass die algebrflische Summ/e 4er ,yirh 
ftuelien Momente der Kräfte gleich IfuU ist, : . 

Da die Drehung der AngriSspvnqtQ Äi A^A^ in d^r Eheof 
der Richtungen der Kräfte um ein^n Punqt Q dieser £b,eJie 
ebenso geschieht, wie um eine Axe die durch den Punct 
rechtwinklig auf diese Ebene gesetzt ist: so gilt die vorste- 
kwd^ Gleichung unter den vijrtueilen Momenten der l^äfte, 
falls Gleichgemcbt unter ihnen vorhanden ist^ auch in Absiohl 
auf Drehung um eine beliebige Axe^ welche rechtwinklig auf 
jenei^ Ebene steht 

$. 175. 

Wenn die Richtungen und Angriffspuncte der Kräfte Pi 
P^ P3 u.s*w.) welche in Absiebt auf Drehung um eine Axß m 
Gleichgewicht sein sollen, nicht in einer Ebene liegen, so pro- 
jicire man sowohl die Angriffspuncte al§ auch die Kräfte auf 
eine Ebene, welche rechtwinklig gegen die Drehi^xe liegt Die 
Projectionen der Angriffspuncte liegen eben so> um djie Axe 
vertheilt wie die Angriffspuncte selbst, und beschreiben währ 
rend einer Drehung um die Axe dieselben virtuellen Geschwin- 
digkeiten. Bezeichnet m^n also dje Projectipnea der Kräfte 
durch i7i 772 11^ und die der virtuellen Geschwindigkeiten ih- 
rer Angriffspuncte auf die Richtungen von Hi Ih /7s durch 
91] n2 nsf so muss im Fall des Gleichgewichts unter den ge- 
gebenen Kräften (S. 129 u, 174] die Gleichung 

Ol . m + rJz.nü + IJi r ?l3 =* bestehen, (l) . 

In der F^ur 83 jsei 00' die Drehaxe, Ai der Angriffi^^ 
punct der Kraft Pi , dagegen Di die Projection der Kraft. P± 
auf die gegen Off rechtwinklige Ebene, und AiCi die vir^ 
tuelle Geschwindigkeit von Ai, so wie Ai^i deren Proj^^stion 
auf die Richtung von du also dass Aißi tsfz m ist Fäjll map 
von Qi das Perpendikel a^a auf dici Richtung yop Pi und zieM 
man Cia, so, steht auch Cia rechtwinklig auf AiPi d» h. es ist 
Ai<^=^Pi die Projection der virtuellen Geschwindi^eit 4iCV «n^f 
die Richtung von Pj. Bezeichnet man aber den Neigungs^viiw 
kel PiAiDi durch g>i so ist ITi=Pi cos y^ und AiOi cos^i 
==Aia oder m cos (pi = pi. Hieraus. folgt /7i . yii = Px ,pi. -r 
Auf ähnliche Weise findet man für die übrigen Kräften IT2 - ^a 
s=P2*P2UiS.w. Die Gleichung 1) verwandelt sich hiedurch in 

Vlrieli, Lebrb. d. Meeh. 16 
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Pi^Pi + Pi'P2 + P3.P5 + .. = (2). 

d. h. ancli bei Kräften, deren Richtungen und Angrlfispmidt^ 
nicht in einer Ebene liegen, ist im Faß des Gleichgewidits in 
Bezug auf Dn&hung, die algebraische Sumttie der- virtuellen 
Momente der Kräfte gleich Null. 

§. 176. 

Diese Betrachtungen fähren eu einem unter dem Namen 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten bekannten 
allgemeinen Gesetze des Gleichgewichts, in weichem alle be- 
sonderen Bedingungen des Gleichgewichts unter beliebigen Kräf- 
ten, welche an beliebigen Angriffspuncten wirken, enthalten sind. 

))Befinden sich zwei oder mehre Kräfte an einem Puncte 
),oder an mehren untereinander verbundenen Puncten im Gldch- 
j, gewicht, und verruckt man diese Puncte, ohne ihre gegenBei- 
„tige Verbindung abzuändern, unendlich wenig, wodurch sie 
iigenöthigt werden, unendlich kleine Wege (virtuelle Gesohwin- 
j^digkeiten), deren Beschafi^nheit von der Art der Verbindung 
nder Puncte abhängt, gleichzeitig zu beschreiben : so ist für 
j,jede solche Verrtickung die arlgebraisühe Summe der virtuel- 
„len Moment« dieser Kräfte gleich Null.'* 

Zum Beweise dieses Satzes kann zunächst bemerkt wer- 
den, daSß wenn zwei gleiche Kräfte P, P' nach entgegenge- 
setzten Richtungen der Linie AÄ (Fig. 84) wirken, Gleichge- 
wicht vorhanden ist. Werden nun die Angriffspuncte A, Ä 
der beiden Kräfte unendlich wenig, A nach Ä, A' nafeh B' 
verrückt, ohne ihre Entfernung von einander zu ändern, so 
sind AB und AB' det^n virtuellen Geschwindigkeiten, welche 
— AC^=^n und A-D:s=:n zu Projectionen haben, und —P.AOy 
P'.ÄD sind die virtuellen Momente von P und P'. Es ist 
aber AC=iA'D; denn AÄ wird in die Lage BB' versetzt, wenn 
erst AÄ nach BE parallel verschoben, dann BE um den Winkel 
EBB' gedreht Mird. Die Pi^ojection Von BB' auf ADlsi aber 
um ein Unendlichkleines der zweiten Ordnung kieinei^ als Ä£*), 

*) Denn ist EBB' = a> , 80 ist der Unterschied unter BE und der 
Projection von BB* auf BE =: BE ^ Bff cos « = BE {i — cosw) = 

'2 2.3.4 ■ ' 
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mithin iaXBB'-=CD, also auch, wegen Bff =AA', AO'^ÄD. 
Da nun P* — jP = ist, so ist auch 

P'.A'D -^P.AC = Q also 

F«' + P« = 0, 

Es ist ferner bereits gezeigt worden, dass der Satz bd 
Kräften, deren Richtungen in einem Puncto zusammentreiTen, 
gelte; hieraus folgt die Gültigkeit desselben ^ drei Parallel- 
kräfte. Denn sind die Parallelkräfte P, P\ F' (Fig. 85) unter 
einander im Gleichgewicht, so bringe man die -Kraft A = ß' 
an A und Ä' nach entgegengesetzter Richtung an; setze R 
mit P zu £f, R mit P" zu T, und S mit T zusammen. Die 
hieraus resultkende Kraft muss der P' entgegengesetzt sein und 
ihren Angriffspunct in der Richtung AP' haben. Unter den 
virtuellen Momenten dieser Kräfte bestehen hiemach folgende 
Gleichungen : 

1) Pn + Ä^ = S.a 

2) p'v + «v^ r.T 

3) Sa + Tt + P'V = 

4) Rq + fi'ß' =0 

wo die Buchstaben uqot die betreffenden virtuellen Geschwin- 
digkeiten bezeichnen. 

Addirt man die drei ersten Gleichungen zusammen und 
subtrahirt die vierte Gleichung, so kommt 
P.n + PV +..PV' =0.. 

Nun lässt sich jedes System von Kräften, die im Aanme 
beliebig gerichtet seyn können, durch die bel^nnte. Zerlegung 
auf drei Kräfte zurückführen. Sind nämlich P P' P' u. s. w. 
beliebig gerichtete Kräfte, A Ä A" u. s. w. deren ÄBgriffis-* 
puncto, so wähle man drei neue Puncto L M N, .die nicht in 
gerader Linie liegen und zerlege P in /, i», n nach den Rich- 
tungen AL, AM, AN-, P' in r m n' nach AL, Alt, AN^P" 
in r m" n' nach AL, A'M, A'N u,s»w. — Statt der gege- 
benen Kräfte hat man also cHe drei Kräfte (L), (M), (N) an den 
Puncten L, M, JV, von denen die erste (£] die resultirende von 
ly l'y l" u. s. w. ist, die zweite ebenso aus m, m , ni' u. d. w.^ 
und die dritte aus n, n , n" u. s. w. entsteht. Ist unter den ge** 
gebenen Kräften Gleidigewioht) so iiuis es au<ih unter den* 

16» 
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ixA Krftften (L)y (Jtf), (iV) bestehen. Folglieh liegsen die Rieh* 
tnngen dieser drei Kräfte in einer Ebene , unA. schueiden siok 
entweder in einem Puncte oder sie sind eiininder parallel. 
Man hat hiemach unter den virtuellen Momenten der Kräfte, 
wenn n a fi v ji M N die entsprechenden virtuellen Ge- 
sobwindig^eiten vorstellen , folgende Gletehungen 

F,n^ rA'+ m'/»'+ ny \ (1)^ 

u. s. w. 

(L) A ^ lA + i' r + i" Jt" +..... ). 

(M)M =3: mft + mfi' + m"//" + ••' - [ - (2) 

(N)N= np + n^' + n r" + -• ) 
und wegen des Gleichgewichts unter den Kräften (L) (Jf) (N) 

(L) A + («)JI + (iV) 2V = 0. (3) 

Addirt man die Gleichungen 1) zusammen, substituirt darin diß 
Werthe 2), so erhält man nach 3) die Gleichung 

¥n + Fn' + r n" u.s. w. = 
wie sie das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten in An- 
spruch nimmt. 

§. 177. 
Der Satz $. 176 gilt auch umgekehrt, d. h. wenn für jede 
beliebige, mit der Art, wie die Angriffspuncte der Kräfte unter 
einander zusammenhängen, vereinbare unendlich kleine Ver- 
rückung der Angriffspuncte, die Summe der virtuellen Momente 
der Kräfte gleich Null ist, so befinden sich diese Kräfte unter 
einander im Gleichgewicht. • 

Die Angriffspuncte der Kräfte t P' P" u. s. w. saien A Ä 
il''u.s.w., und es sei für jede beliebige unendlich kleine Yer^ 
rückung, welche mit dem Zusammenhange der Angriffspuneie 
verträglich ist 

Pn + P'»: + PV 4- U.S.W. «= (J) 

so würden, falls kein Gleichgewicht bestände^ dio Puncte A A' 
A' u. s. w. entweder alle, oder ein Theil derselben in Bewe- 
gung gerathen, und in einer unendlich kleinen Zeit unendlich 
kleine Wege Aa^ Äd^ il'o" u. s. w., die als gerade Linien an- 
gesehen werden können, beschreiben. Es würde also möglich 
seyn, durch angemessene Kräfte jB, £', K' u.s.w. die an dea 
beweglichen Puncten A -Ä Ä' u. 8. w. naeh «ntgegengeaetKler 
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Richtung von Aa^ Äa\ Ä'd' u. s. w. anzubringen sind, die Be^ 
wegung dieser Puncto zu verhindern, und das ganze System 
in das Gleichgewicht zu bringen. Die virtuellen Momente von 
A K R"n.s.yr. sind Br.Aa, R.A'ai, R.Ä ä' u.s.if. und zwar 
.läämsitlich negativ, weil die Kräfte B Af R^' u. s*w.. nach eiA^ 
gegen^esetzten Richtungen von Aa^ Ää, ii''a"u«s.w. wiricen. 
Nach §, 176 hotte man aber, wegen des Gleichgewichts unter 
den Kräften PF P' u.s. w. R K Ä" «•s.w. die Gteiehunf 
P/#.+P^t'+P''n''+etc.4-Jti4Ä^-Ä'.i4'o>Ä'\ii'a''+etc.==:0 (2) 
welche wegen 1] auf 

Ä . ila + Ä'. Ä€i+ b:\ Ä'a"+ etc. = (3) 

zurückkommt. Diese Gleichung kann jedoch, weil alle Glieder 
einerlei Vorzeichen haben, nicht bestehen, ausser wenn jedes 
einzelne Glied für sich =£ ist. Sin »>Iches Glied z. B. R.Aa 
kann aber nur dami =s werden, w^nn o^weder A =& oder 
:ia = ist. Beides zeigt an, dass der AngriiTspnnct ^ in Rnhe 
bleibt; und Asl dasselbe aus den nachfolgenden Gliedern der 
Gleichung 3) ftir die übrigen AngriflPspuncte gilt, so folgt dass 
die Gleichung 

Pn + P'n + P"n + u. S. w. = 
unter den angegebenen Bedingungen das Gleichgewicht unter 
den Kräften P P' F" u. s. w. anzeigt. 

S. 178. 
Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten, insofern dar* 
unter die Bedingung des Gleichgewichts verstanden wird, dass 
sich die Kräfte umgekehrt wie die nach den Richtungen der 
Kräfte geschätzten virtuelle« Geschwindigkeiten verhalten, sebeini 
Galilaei zugeschrieben werden zu müssen, der dasselbe als eine 
allgemeine Eigenschaft des Gleichgewichts in den Maschinen 
angiebt *), Dagegen hat Johann BernouUi das Princip der vir- 



*) Galilaei Galilaei Lyucei Dialögi , (am eos quos eilidit d» ijtky- 
mate mundi, ^uaoi qo^a de motu ioealL Lugd. UaUy^ MDGC. p. 205. 

Hier heisat et toh der Last und dem Laufgewicht an «Lea Sohneli- 
waage: 

Qu odque a . sarcinae ««lagAo >|^oildere, appeDdicuJi miiJia • «liiua . pon- 
das elcvati nott polest, ejus < rei. 090 :videfii«f> alitftiieMe poaa^'. causa m, 
quam disparitatem motaum, quos utrtainque- subire debnlir d«IO Ulirciiia 
uaicum digitum desceadenda^ affnoddiDiiton. «blrari .fac«IM dig^or ccu- 
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Uiellen Geschwindigkeiiea in seiner jetzigcäi AHgemeinheit zu- 
erst aufgefasst; wie aus Bemoulli's Brief an Varignon ^)y datirl 
Basel den 26. Januar 1717, hervorgeht. 

Doch bat erst Lagrange in seiner mdcanique analytique, 
Paris 1788, dieses Princip zur Grundlage der Statik gemacht, 
indräi er zeigte wie sich aus demselben die besonderen Ge- 
setze der Statik in allen Fällen ableiten lassen. Über das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeit kann man bei Lagrange ^)^ 
Ampire'), Poinsot*), Poisson 5),Camot ^), Laplace ^ nacbse-r 
hen. Schon Varignon ^) hat das Princip für einzelne Fälle be* 
wiesen. 

§. 179. 
Man kann statt der Gleichung Pn+Pn+P"n"'-\^u.s.w> 
3=s 0, die das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten aus- 
drückt^ eine andere angeben, die meistens bequemer für die 
Anwendungen ist 

tum; (posito, qaod sarcina centum appendiculis aequi ponderet, et di- 
stantia appendcculi a centro staterae centupla sit ad dislantiam inter idem 
ceDtrum, et punctum suspeüsionis sarcinae). Appeudiculum deinde mo- 
teri per- »pMiiim centum digitorum, eo tempore quo sarcui moretur 
unico digilo, idem est ac si dicamns, yelooitati^m molua appettdicoli» 
centuplo majorem esse yelocitate motus sarcinae. Porro, hoc ceu ye- 
rum et notorium principium animo tuo firmiter imprime, quod resisten- 
tia, quae proficiscitur a yelocitate motus compenset id, quod dependet a 
grayitate alterius mobilis. Unde consequitur, mobile aliquod unius li- 
brae, quod moyetur cum centum gradibus yelocitatis, tantnndem resistere 
snbactaro se, qoantum resistit aliud mobile centum librarum, cujus ye- 
locitas (antum uno gradn constat. Et duo mobilia aequalia, mutuo mo- 
^ui resistent aequaliter, si aequalem ad moyendura yelocitalem obtioent: 
m nnum yelocius altero moyeri debebit, majori quoque resistentia ob- 
nitetur, secundum majorem yelocitatem, quam ei conferre placuerit« 

1) Varignon hat die betreffende Stelle dieses Briefs in der 9tea 
Section seiner Nouyelle möcaniqoe, die 1725 nach dessen Tode heraus- 
kam, mitgetheilt. 

. 2) Theorie des fonetions analytiques: Parii 1613. p« 350. 

^) Journal de T^oole polytechnique. Tome VI. Paris 1606. 

4) ebendaselbst. 

.5) Traitö de möcaniqne. Paris 1833. I. 654. 

' 6) Priiioipes fondamenUax de F^quilibre et du moQyement Paris 1803. 
' • ' 7) M^oanique Celeste. Tome 1. 

6) MotiT6l)e m^üMiiqiie. i^ris 1725. Seotion IX. 
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Ist nämlich die Kraft P ndch 4rei rechtwinkligen Coordi- 
Qntenaxen in die Krift« X, ¥y Z zerlegt, und verrückt man 
den 4iireb die Goordinaten x p » bezeichneten Angriffispunct 
der Kraft P unendlich wenig, so $iad dx^ dpy d» die Rrojectfo-«. 
Ben der virtuellen Geschwindigkeit die^s Atigrifispuncts auf 
jene Goordinalenaxen, man hat also nach $. 173, da das vir- 
tuelle Moment einer zusammengesetzten Kraft gleich der.Sum** 
me der virtuellen Momente ihrer Cooiponenten ist 

Pn ^ Xdx + Ydy + ZA. 
Ähnliche Ausdrücke entstehen auch für die übrigen Glieder det 
obigen Gleichung, so dass diese aussagt: die Summe aller Glie^ 
der von der Form Xdx^ Ydy, Zds, zu denen die versehiede-* 
nen Kräfte führen, sei gleich Null) im Fall diese Kräfte im 
(Seichgewicht sind; welches, mit Anwendung des bekannten 
Summationszeichens 27, durch die Gleichnng 

2{Xdy^ Ydff + Zd^)^ . 
vorgestellt wird. 

S. 180. 
Haben die sämmtiichen Kräfte. P P' P" u. s. w« dheii ge^ 
meinschaftHchen AngiüTspunet A, so. liefert dos Prineip der vir^ 
taellen Geschwindigkeiten augenblicklich die Bedingung«» des 
Gleichgewichts. Denn legt man doreh A drei rechtwinklig» 
Coordinatenaxen, und zerlegt P nach den Richtungen in X, F, 
2, eben so P' in X', Y\ Z\ u. s. w., und verrückt man den 
Punct A unendlidi wenig übrigens nach beliebig^ Sichdung, 
so sind dx, dy, d» die Projectionen der Virtuellen GesohiMrin-4 
digkeit des Puncts A auf die di*ei Coordiiiatenaxied, und eS 
muss nach der Gleichung des vorigen Paragraphen . 

. {X + r+ x"+ . .) dx+(Y+ r+ r'+..)dy ^ 

sein. Da aber dxj dy, dn willküJirlich jsind^ so &lgt, dass je;< 
der Coefficient dieser Cäeidiung für. sich ^^.0 sein .mnss^ und 
man hat die Bedingungen* des. Gleiohg&wiehts unter. neUeü aitf 
d^n Funct A wirkenden Kräften 

I) X + X' + X" + . . = , . >• '.. .1 

II) r -j. r -j. r" + . ..^= o 

ni) z 4- z'-^^z'' +.. -•...??= M , . . .• • 

welche mit §. 89 übereinslimineiii 
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S. 181. 
^nd verschiedene Angriffspuncte A Ä Ä' u. s. w., die un-- 
ter einander verbunden vorausgesetzt werden, vorhanden, so 
haben die Coordinaten dieser Angriffspuncte diejenigen Bedin- 
gungen zu erfüllen, welche durch die Art A&t Verbindung der 
AngriiFspuncte herbeigeführt werden. Diese Be^ignngen aber 
liefern Gleichungen unter den Coordinaten der Angriffspuncte^ 
denen ebensowohl wie der allgemeinen Gleichung des' Gleich« 
gewichts entsprochen sein muss. Soll z. B. der Abstand des 
Puncts Ä von dem Puncto A unveränderlich =» f sein, so hat 
'man unter den Coordinaten x' y' z\ x y % dieser Puncte die 
GleichuBg 

(x-x)^ + (s/-y)» + {» -»)»-A« = 0, 

welche bestimmte Beziehungen unter den Gr&ssen dx'y dy\ d»', 
dxy dy, dz liefert. Soleher Gleichungen unter den Coordina^^ 
ten der Angriffspuncte können nach deren jedesmaliger Ver- 
bindung unter einander mehre z.B. I/ = 0, Jl!f=0, JV=Ou.;S.w* 
gegeben sein. Aus ihnen ergeben sich eben so viele Glei- 
chungen unter den Differentialen dx dy dz dx dy\di u.s. w./ 
vermittelst welcher efne gleiche Anzahl dieser Differentiale aus 
der Gleichung 2[Mx^ Ydy^Z^ =ts die das Princip der 
virtudlen Geschwindigkeiten liefert, eliminirt werden können« 
Die übrigen Differentiale der Coordinaten bleiben willkührlicl« 
Man hat also in der aus dieser Elimination entstehenden Glei-* 
chung, die Coefficienten der willkührlich gebliebenen Differentiale, 
jeden für steh, gleich NuB zu setzen, wodurch die besonderen 
Bedingungen des Gleichgewichts fär die vorausgesetzte Ver« 
bindung der Angriffspuncte hervortreten. Sind n Kräfte und 
Angriffspuncte, also 3n Coordinaten derselben und m Bedin- 
gungsgleichungen unter denselben vorhanden, so bleiben Sn — m 
Differentiale der Coordinaten wilMhrficfa, deren Coefficienten 
3n — lii besondere Bedingungen des Gleichgewichts liefern. Ver«-* 
bindet man diese mit den m gegebenen Bedingni^gleichungen, 
so bekommt man 39i Gleichungen unter den 3tt Coordinaten 
der Angriffspuncte, wodurch diese für das Gleichgewicht/ völ^ 
lig bestimmt werden. . ' . 

$.. .182. 
* Wie die Rechnung, nach Lagrange's Vorschrift, am ein- 
fachsten ausgeführt werde, zeigt sich an folgendem Beispiele. 
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Es seien drei Krtfle (X Y Z), (X' T Z'), (I" F" Z") 
an drei AngriSispiincten A^ A'y Ä\ deren Coordinaten or, y, % 
0?' y %^ X y" «" sein sollen^ vorhanden; man sucht die Be** 
din^ngen des Gldchgewiehts unter der Annahme, daäs die 
gegenseitige Entfernung der Punete A^ Ä, A' unveränderlich 
sein soll, nämlich AÄ ^=s f^ AÄ' ^= g^ ÄÄ'ssf k. 

Nach dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten hat 
mah die allgemeine Gleichung des Gleichgewichts ($. 179) 
Xdx + Fdy + Zd» + X'dm'^ rdy'+ Zd»-^ X'dte" + 

-f r '(%("+ ZW =0 (1) 

da aber AÄ = f sein soll , so ist 

[x'U xY + (y - yY + K- zY-r = Q. 
DiiFerentiftI man diese Gleidiung, so entsteht 

[x-x]\^'— dx) + [y^) (dy'^dy) -f {» - %) (d»'- &) =t= 
oder 

— (4?'— a?)rfa?—(y'--y)dy—(»-^»)<fc+{aj'— »)*»'+ 

+ (y'-y)%' + (»'-»)rf* = (2) 

Auf gleiche Weise bekommt man aus den Bedbigungen AÄ'zz: g 
und ÄA'zz:h die Gleichungen 

— (a?"— aj)cfa— (y"— y)fl^ — (» — »)d» + {a?"— ir)(te"+ 
+ (y"-y)dir"+(«'-»)rf»"^ (3) 

und 

— (x" — x)dx — (y" — y ) dy — (»' — »)d»'-J-(a?" — a?') cte"+ 
+ {y"-y')#"+(»"-»')i&" == 0. (4) 

Aus den Bedingungsgleiehaogen 2) 3) 4] kann man die 
Werthe dreier Differentiale dx, dy, d», dm u. s. w« finden, und 
in 1) substituiren, wodurch diese Gleichung nur noch die sechs 
übrigen unabhängigen Differentiale behält^ deren Coefficienten 
also =0 zu setzen sind, und die gesuchten sechs Bedingun- 
gen des Gleichgewichts liefern. Dieselben Bedingungen fmdet 
man aber auch bequemer, wenn die Gleichungen 2) 3) 4)y jede 
mit einem arbitrairen Factor A, /f, ¥ muitiplicirt,. zn der Glei- 
chung l];addirt werden, um in der resultirenden Gleichung die 
Coefficieaten aller Differentiale jeden für« sich =s. zu aetcen, 
und dann aus diesen neun Gleiehungen die arbltrafiren Fadto- 
ren A, fMj V zu elimlniren. . '^ 

Die Coeffidenlen der drei i^ eliminirendett Diffiicfentiale 
mftssen nämlich c=0< gesetzt werden; da nun ifie übrigen Dtf^ 
ferentiale unabhän^g^ig- sind, fiiotmüssen um der .IGleichmig izu 
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enteprecheii auch d^en Coefficienten jeder s=a angenoihmen 
werden, d. h. die Coefficienten der sämmtlichen Differentiale 
mässen =2^ sein. 5 

Hiernadi ergeben sich folgende neun Gleichungen 

■ X — A(a?'~a?) — //(a>"— ir) = 
r-;(y'-^y)-^/.(y"-y) ^0 
Z —X(z—%)—fi{z'—^) z= 

X'+ X (x'—x)— V (x—x) = 

r+X(ff' — y) — vitf" — y)=0 ) (5) 

^'4. A(»' — ») — !/(»"— »')= 

X"+ ju [x—x) + 1/ (a?'— a?') = 0* 

Z"+/r(a"— ») + f (»'— »') = 
Eliminirt man aus diesen Gleichungen die drei arbitrairen 
Factoren X, /n^ r, so entstehen sechs Bedingungen des Gleich- 
gewichts. Drei derselben ergeben sich sogleich wenn die Ite 
4te und 7te; die 2te, 5te und 8te; die 3te, 6te und Ote zu- 
sammenaddirt werden, nämlich 
I. X + X' -t- X" = 

n, r + r + ¥' = 
m. z + z' -h z" = 

Um die anderen drei Gleichungen zu finden, schreibe man die 
obigen neun Gleichungen folgendermaassen 

Xy — ¥x ■^X{jix—xy)—/i\ffx'—xy') = 
F» — Zy -^X[vy'—yi)—f.i[%y'—y^') = 
Zx — Xis — i (asss' — «0?') — /t(a?»" — zx'] = 

xy — Y'x +. X {jfx—xy] - n iy'x'-xy') = 
FV - zy +A(«y'-y»')-»^(»y' —»*")= ) (6) 
- Z'aj'— X'»: +A(W— »r')-^i/(xV — »V')= 

X'y'-^r'a?"-H/i(ya?"— a?y")-f p {jßx'—xy') = 

■ rV'-Z-y +^,{ay"~y*")+..(»y'-yV') = 
ZV— r '»"+// (a?» ' — Äa?")+ 1/ (a?V'— »V) = 

Addirt man auch hier die Ite, 4te und 7te, die 2tQ, 5te 
md 8te; die 3te^ 6te und 9te zusammen, so bekommt 
>die «Ddern drei, von A /» 1/ .unabhängigen jQleichungeil 
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IV) Xy ~ Kr + X'y' — Tx' + X"f — Tz = 0. 
V) . r» — Zy + FV ~ Z'y + F'V — Z'y" = 0: 

VI) Z« — X» + ZV — X'»' + ZV ~ X"»" == 0. 
welche Gleichungen I bis VI ^ wie auch schon $. 129 ange- 
geben worden ist, den Zustand des Gleichgewichts bedingte. 

Kommt zu den drei hier betrachteten Kräften noch eine 
vierte (X'" F" Z'") hinzu, deren Angriffspunct X'* in uiiver^ 
fthderlicher Entfernung von den drei Angriffispuncten A^ A\ A'' 
bleiben soll, so bekommt die Gleichung 1) einen Zuwachs von 
X**dx" + F"'rfy " 4" Ä"öb'"; es treten femer zu den Ben- 
dingungsgleichungen 2) 3) 4) noch drei ähnlich gebildete Glri-^ 
ehungen; die Anzahl der arbitrairea Factoren wächst also 
ebenfalls um drei. Statt der neun Gleichungen 6) entstehen 
nun 12 GIdchungen, aus denen 6 arbitraire Factoren eliminirt 
werden müssen; die Anzahl der Bedingungen für das Gleich*^ 
gewicht unter den vier Kräften die an vier in unveränderlicher 
Entfernung voneinander bleibenden Angriffspuncten wirken, bleibt 
also = 6 wie in dem betrachteten Fall dreier Kräfte, Eben 
so zeigt sich, dass für jede Anzahl von Kräften unter der 
obigen Voraussetzung, sechs Bedingungen für das Gleichge- 
wicht hervortreten. 

§. 183. 

Die in der vorigen Darstellung benutzte Methode die Glei-^ 
ehungen 1) 2) 3) 4) des §. 182 vermittelst der arbitrairen 
Factoren A, /i, r, deren Werthe aus den Gleichungen 5) ge- 
funden werden können, unter einander zu verbinden, hat darin 
den Vorzug vor jeder anderen Eliminationsmethode, dass diese 
Factoren A, /i, i' zur Kenntniss der Spannungen oder Pres- 
sungen führen, welche die Verbindungslinien AÄ^ AÄ\ ÄÄ' 
der Angriffspuncte, im Zustande des Gleichgewichts der Kräfte^ 
auszuhalten haben. Dass diese Verbindungslinien gewisse 
Spannungen oder Pressungen erfahren müssen, ergiebt sich 
daraus, dass die Kraft an einem Puncto A nur vermittelst der- 
selben eine Wirkung auf einen anderei) Punkt A"^ ausübejo, und 
mit der daselbst angebrachten Kraft in Confliot gerathen kann. 

Das unter den Kräften [XY Z), (X' F' Z), (r' F' 2") 
an den Pnncten A A' A'* bestehende Gleicfagewiobt wird nicht 
abgeändert^ wenn die lieiden Puncto A\A' als fest, der Punct 
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A hingegen als beweglich vorausgesetzt werden. Indessen 
darf dem Punct A nur die Bewegung zugeschrieben werden^ 
die er in Folge der gestellten Bedingpingsgleichungen 

uMi ^" — »)« .f (y"— yP + (a— *P — ^» « 
anzunehmen föhig ist Da x' y « jetzt unreränderlich gedacht 
werden müssen, so bezeichnet die erste Gleichung die krumme 
(Verflache einer Kugel, deren Gentrnm der Psnct A\ uAd deren 
nadius f ist Die erste Bedingungsgleiobufiig fordert also, dass 
der Pnnct A in dieser Kugeloberfläche bleibe. Soll A daselbst 
keine Bewegung annehmen, so müss die aus allen auf ihn 
wirkenden KrSften zusammengesetzte Kraft normal gegen diese 
Oberfläche gerichtet sein, dftmit sie «Hein von der Festigkeit 
derselben aufgehoben werden könne. Demnach kaom dielWir-** 
kung dieser Oberfläche auf Herbeiführung des CfleichgeWicIiis 
durch eine Kraft Af' , welche rechtwinklig gegen die Oberfläche 
und jener zusammengesetzten Kraft entgegengesetzt gerichtet 
ist, ersetzt werden. 

Die zweite Bedingungsgleichung, in welcher x" y" ;»" 
jetzt constant sind, und die ebenfalls eine Kugeloberfläche mit 
dem Centro A" und dem Radius g bezeichnet, lässt sich durch 
eine zweite Kraft N'\ die normal gegen diese zweite Ober- 
fläche gerichtet ist, ersetzen. Soll nun der Punct A in Ruhe 
bleiben, so muss unter den auf ihn wirkenden Kräften (XYZ) 
N' und JV" Gleichgewicht bestehen. Bezeichnet man also 
durch a' V c, d' 6" c" die Winkel, welche W und iV" mit 
den Coordinatenaxen einschliessen, so müssen die Gleichungen 
X -h iV' cos o' + Af" cos d' = 
Y -\' n' cos b' + iV" cos V ^Q 
2 + N' cos c + iV" cos c' = 
Statt haben, welche, wenn mein darin die Werthe 

X ' — X ff — y ^ — z 

cosa Äc — - — ^. cos 6' 3j= H — -^ — , cosc s= -r--^ , 

• ct)sa'= ^^^^^, cös6"=?LZl?, cos (?'^ :i= ?-^ 



substitpirt, in 



^ 



N\[x-x) N"\x\~ x),_ 
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Übergehen. 

Aus der Yergleichung cReser Gleichungen mit den ersten 
drei Gleichungen 5) $. 182 findet sich 

' ■ iV' " ■ N" . 

also . iV' = — p. , N" = -^ g/i. 

Da die Kraft iV' dorn Normaldruck gegen il das Gleichgewicht 
h^lt^ insofern ^.ein Punct der um Ä' mit dem Radius f be- 
schriebenen Kugeloberfläche ist, so ist N' von Ä nach A' ge- 
richtet. Der Druck in der Richtung A'A oder die Spannung 
der Verbindungslinie A'A ist demnach =ß] eben so ist der 
Druck gegen A in der Verbindungslinie A"A = g/ii* 

Für den Punct A* gilt dieselbe Betrachtung wie für A. 
Das Gleichgewicht' wird nicht gestört, wenn man A und 'A'* 
als fest, A' als beweglich auf der Durchschnittslinie der bei- 
den um A und A"" mit den Radien f und h beschriebenen 
Kugeloberflächen denkt, deren Gleichungen 

(X* — X)^ + (y'_y)2 + (»—»)« — f» = Ulld '• 

(a."_a.')a + (y"— y)» + (»"— vj* — A« = Sind. 

Statt der ersten Kugeloberfläehe kann eine Kraft A'i in 
der Richtung il'il, und 'statt der «weiten Oberfläche eine Kraft 
Ni" in der Richtung A'A* angenommen werden. Der Punct 
A' bleibt in Ruhe, wenn die Kräfte (X' Y' Z'), iVi und JV/' 
an il' im Gleichgewicht sind. Man hat also wenn a^ bx Ci 
«i" bi" ci' die Winkel bezeichnen, welche A'A und A'A" 
mit den Coordinatenrichtungen bildep, die Gleichungen 
X + JVi cosöi + iV," cos Ol" r= 
r + iVi cos 61 + N{' cos 61" = 

Z' + Ni cos iPi 4- iVi" cos ci" = ; 
oder, da / • 

X — X* V'^-^ y ' * — *' 

cos öl =X ^ , cos 61 1=1 , ({(^ Cj =, 



f 



cos«! =Z , C0£|6l' — ^—T — j. CASC|"r:^ — 



ist, 



854 



r-i-jv,.l^ + iv,"-;:^=:0 



Y' + ffi-^—r- + ^1 



" y — ! 



Vergleicht man diese Gleichungen mit der 4ten^ 5ten und 6ten 
Gleichung 5) §.182, so zeigt sich 

ATx = — A, A^r = — h.r. 
Folglich ist der Druck oder die Spannung in der Verbin- 
dungslinie der beiden Puncte AiA* in der Richtung AA'=fXy 
und in der Verbindungslinie der Puncte AiA" nach der Rich- 
tung A"A' = h,v. 

Es ergiebt sich hiernach, dass der Druck oder die Span- 
nung in der Verbindungslinie AA' in der Richtung von A* nach 
A eben so gross ist, wie in der entgegengesetzten Richtung 
von A nach A'\ der Werth beider ist = /". i. 

Vom dritten Puncte A'' gilt dasselbe. Man kann die Puncte 
AA' als fest, den Punct A" ate be^veglich ansehen, wenn in 
A" zwei Kräfte Nu und Ni{ nach den Richtungen A"A und 
A"A' angenommen werden. Damit der Punct A" im Gleich- 
gewicht bleibe, müssen die Gleichungen 

X' + Nu cos au + Nil cos Ou' = 
Y" + Nu cos bu + Nu cos bu = 
Z" + Nu coscii + Nu cos cj/ = 
bestehen, die sich, da 

X — X , y — y • » — » 

cösaji = , cos feil = , coscii = - 



9 ' " 9 ' 9 

1 = 

sind, in 



cos Oll = 7 ? COSftn = r , COS ^n = 



X — — •!/ •!/ — X ^ 

Y" + ffn-^r^ + iV»' ^-^ = 



verwandeln. 
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' Diese Gleichungen gebebt, wetm sie nlit den drei leltteii 
fileiohmigen 5) §: 182 verglichen werden 

• '^11 = — ^/^ Nil = — *»'• 

Die Verbindungslinien AA'\ A'A" haben also nach den Riefc- 
tongen AA*' und A'A" die Spannungen = g/t und = kp aus- 
ttuhahen, welche den oben gefundenen nach den entgegen^ 
gesetzten Richtungen wii^enden Spannungen in diesen Linien 
gleich sind. 

Aus den arbitrairen Factoren A /< v ergeben sich demnach 
die Spannungen in den Verbindungslinien AA\ AA", A*Ä\ deren 
Langen durch /; ^, h bezeichnet sind, weun man jede dieser 
Längen mit dem zugehörigen arbitrairen Factor mxtltiplicirt. 
Denn die Spannung in AA! ist ==/. A, in AA" = ^Z', und 
in ÄÄ' z=z h.p gefunden. 

Vom Schwerpuncte. 

§. 184. 

Die materieUen Theile eines Körpers haben in Folge der 
auf m wirkenden Schwerkraft eia Gewicht, wdich^s durch 
das Product ihrer Hassel in die Beschteunigung der. Scä^wer^ 
kraft iß) gemessen wird. Da nun diese Beschleunigung in dem 
Bereiche eines Körpers, wie wir öin hier voraussetzen, con- 
stant ist, und die Schwerkraft daselbst gidche Rtefatimg hat, 
ao kann mas di^ Gewichte der materiellen Theile eines Körpera 
als Parallelkrfifte behandeln , deren Intensitäten den Massen 
dieser Theile proportional sind. Solche Parallelkräfte lassen 
sich aber zu einer einzigen Kraft, welche Gewicht des Körwi 
pers genannt wird, zusammensetzen, und der Angriffspunot 
dieser Kraft oder der Mitt^lpunct jenör PaHallellcräfte heiaat 
Schwerpunct des Körpers. Man kann also das gaiise GeJ 
wicht des Körpers im Schwerpuncte vereinigt denken. Ist der 
Schwerpunct unterstützt, so wird der Körper am Herabfallen 
verhindert, und wirkt dabei ausser der Schwerkraft keine Kraf( 
auf ihn, so befindet er sich im Gleichgewicht.. 

Auf gleiche Weise wie der Schwerpunct eines Körper» 
wird der Schwerpunct einer materiellen Fläche, od^ einei^ 
materiellen Linie erklärt, welche ebenfalls Körper sind, deren 
eine oder zwei Dimensionen sehr klein vorausgesetzt weitlen« 
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Ja man kann auoh von Sehwerpuaoten ebener ufid krummer 
Figuren und Linien reden, indem man an den einzelnem Tbei^ 
len dersfelbeo Parallelkräfte voraussetzt, die d^ Grösse dieser 
Tkeiie proportional sind. 

Jede gerade Linie, weiche durch d$n Sohwerpimct gehl;^ 
heisst Durchmesser der Schwere, wd jede Ebene, in 
welcher der Sohwerpunct liegt, wird Ebene der Schwere 
genannt. 

Hängt man einen materiellen K(^per, eine Fläche, Linie, 
an einen Faden auf, so bezeichnet dieser Faden , nachdem das 
Gleichgewicht eingetreten ist, einen Durchmesser der Schwere. 
Aus zwd solchen Durchmessern ergiebl; sich der Schwerpunct 

Bei . der Bestimmung des Schwerpuncts durch Rechnung 
wird in der Regel angenommen, das^ die Körper, Fläohen^ 
Linien gleichförmig dicht sein. Die Massen der einzelnen 
Theile des Körpers sind nun den Inhalten derselben propor- 
tional. Es ist also der Angriffspunct , der aus Parallelkräften, 
die den Inhalten der einzelnen Theile des Körpers propor- 
tional sind, resultirenden Kraft oder der Mittelpunct dieser 
ParaOelkräfte zu bestimmen, wenn man den Schwerpunct des 
Körpers nachweisen will. (Vgl. $. 111 und §. 148). 

$. 185. 

Der Schwerpunct von zwei gleichen materiellen Theilen 
Megt mitten auf der geraden Linie zwischen ihnen. Das Vo«* 
lumen jedes Theilohens sei :=:i?, das eine befinde sich in A 
(Fig. 86], das andere in fi, der Schwerpunct sei in X: so 
sind A und B die Angrifi*spuncte zweier gleichen Parallelkräfte, 
jede = t>; der AngriiTspunct der restiltireadisn Kraft 2i? oder 
der Schwerpunct liegt nach g. 00 in der Mitte der geäraden 
Linie AB. 

Hieraus folgt, dass der Schwerpunct einer gleidiförmig 
dichten materiellen gerade Linie in deren Mitte liege; dass 
jeder Dürcbmeaser einer Figur i^ghäch Durehmesser der 
Schwere, und jede Difimetralebene eines Körpers eine Ebene 
der Schwere . sei Demnach ist der Durcfaschnftt^uiiol der 
Diagonalen eines Parallelogramms der Schwerpunct, isowohl 
der Fläche als auch des Umfangs desselbesa; der Durdlischnitts** 
punet der Diagonalen «dnes Parallelepipedi) der Schwerpunct 
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sowoU därOberflä^ei als des Ikiballs deasdbeay. der Mittel- 
ptinot einei. Kreises »oderi.eines^ .regelmltesigen' Potyge&S' d^ 
iSdivirerpUDötide» ümfiangSi.uQd.dm*. Rläohe 4Ueser Figusenf;die 
Mite 4er Axe eines OyJinders; ^er Scliweiipanotid«r Obeffläche 
«hlddeslnhaUe. desselben^, das. Centnm einer £«9^1 ;der Sebwer«^ 
.pnncl.der Obcrflftcbe und dies t.kihiStt». darseibeii;. . . Hierp jst 
4fBner Ytoiusf esetfet dass^ die in. Frafe: stehenden >Figwr09 
igleioliförniig diciht seieBk li. 

•-•-•• . j. ■ 186. ■ 

Eine gerade Linie von dem Eckpuncte eines Dreiecks nach 
der Mitte der Gegenseite gezog^ ist ein Durchmesser der 
Sdiwistb. Denn* *sie .halhiit'.aUfi tim. Breiöck Jiag^lUieuii> dieser 
■deg^seite' paraiUelen Linien. .Der DorchsehnittaiHHkct Aisweier 
iioldier: Dotebrnpssär .6D., ÄE (Eig.i87) Äsfi. also der iSckAteffr 
imnet) desi 'Dreieeks. ' Dt <die Dreiecke' ££/>,. iSOi eblaader 
äbnliek--siiiA, ee-iM"' : ^ :.• '••. / • • *: 

- • .- ' ..' SA j_ SE '_-■ DE'; ' '• 
•SC ~ äJ -"" ''^•'•• 
die ähnllcheh Dreleöke BÄD, BOA zeiget abei- - « 

DE _ BD 
' ■' • '•'• •• Ci-^ fil'""-^'' :....:'. 

folglich ist SD = iSC, SE = ^SA 
also auch SD = \fiD ; S^ — ^AE. ; 

Auf einem Durchmesser 'des Dreiecks ist die Entfernung 
des Schwerpuncts der Fläche desselben* von der Mitlfe^ der:an- 
stossenden Seite = dehi dritten Theile des Durchmessers. 

Sind SF und C6; die von S und C mf AB geMlten Per^ 
pendikel, so zeigt sich>«tts den ühnlichen Dreiecken SDFyQBQ 
W _ SD _ 

'CQ ~ 'cd iT/* , 

'also 8F :^^^CQ: der Abstand des fik^werpoiu^ts des Ur^i^ 
ecks von einei^ Seite Isi .dem dHtten Tböilid der. dieser SßiüQ 
-nig*eb&rigen Höhe gleickwi : 

• *.< 'Die Dreiecke ilS£, i4CV -über jder- GrundUiiie'uifi, verh^l- 
4M,8itih iH& di<ä HUhiftta SF, CG\ folgUi* ist.^fi =9.^A€)9, 
ebenso ^i^t BSC ^ 4 ACB md/ASC =^ j^AGB^ . V'm l^mn 
vom Schwerpuncte nach den Eckpuacten .^es Dreiecks thei- 
len also dieses in drei gleiche Theile.-^- *' ' ' 

Vlflch, hthth. A, Utth. 17 
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Beflndea $kii an den Bickpunoten ^4^ B, C gteiohis Htsma, 
jede »0 ifi)' so kamt man staU der MasBen ins ^ •niid ßüp 
doppelte Masse 2m m />> anbringen^ diese iFseteitiigt snektsinit 
der Maase m in C ^ der Maase 3m an^emem Pnitcte.der'Ii^ 
-nie OB^ weleker üiD) vmi D aAgerechnei^ in ziMei: Theile AS 
«ad tSÜ eintheUly die akk wie 1 : 2<iintel- eiaaikder veriialleq. 
Diener Punißt ist aber der Scbiferpiinct dea Dreiecki. Fdg«- 
lich föllt der Schwerpunct dreier gleioker 'Masaesi tant dem 
Schwerpunct des zwischen ibnien liegenden Dreiecks zusammen. 

• ..•' : ,Ä-/i87: . ■•_ :.';.■; ., 

Der Abstand: des Schwerfiunciteseinea.. Dreiecks ABCiJfig. 
68) von euer Linie JW in der £bene des Dreiecks ist dam 
aritkmetischeh Mittel der AbstAide.der Eckpunete A^ Bj C 
T^fli JÜV gleich. ^ Diese» folgt sogleich aus S^LIU nach, der 
Bemerkung, dass der Schwerpunct des Dreieeks imt dcott Sdiwer^ 
puncto dreier gleicher Massen in A^ B^ C übereinstimme. — 
Der Beweis kann and» so gefpihrt werden. Es sei G die Mitte 
von BC^ und Q8.t=9t^A<iy ^Iso iS der Schwerpunct; ^an ha^ß 
von A, B, C, Gy 8 die Perpendikel ^^ö, BE, CF, Gl, SK auf 
MN und deren Parallele AH gefällt. ^ Die ähnlichen Dreiecke 
ASL, AGI geben : V,. ... . , ^ 

SL=i 6tf. — = »ff/, 

ferner ist «/ = i(^fl[+ CO), also. 

, . SL ^ iBH + ^CO, : 

jwn ist yjL r=^,^Ap.+, i.ir£+ jOF 

'felglichv- SK ^ ^ÄB +^BE +.iCF 

,= i[AB + BE + CF), 
Auch ist der Abstand vdes Schwerpuncts eines Dreiecks 
^on einer Ebene gleieb dem arithmetischen) lUttel ans den 
Abstände» der Bckpunete d6s Dreieisks ton: deiwelbeB. Ebene. 
Dieses folgt ebenfalls aus §. 148. kiM abev; laich folgfoidtftf- 
^aassen bewiesen werden. Bs^eton^^. 89):idiei Mitle von 
BO, DS =± ^ADj «Ma Uabe von A, B^ C^ D^ S^die I^erpMi- 
dM^l AA\ BB\ CC\ BB',^SS'4iMA\% Ebeüe JKATgeKItl. 

Nun ist DD = . ferner 
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AÄ ^ BB 4- etr 

alsp , SS' 3= -^. —^ ■ ■ ■ . y wie belwupt^l wurd^. 

3 



§. 188. 
Un^ den SchWerpünqt deß Vitifangs eines Efreiecks ode^ 
dreier gleichfönntg dichter materieller Linien, die zti einefti 
Dreieck' ztmammenschliessen/natihfeuwefsen, beachte man zu- 
nächst, dass die Schwerpnnct^ der einzelnen Seiten AB) AC^ 
BC (Fig. 90) in deren Mitte />, JZf, F liegen, nnd dass der 
Schwerpunct der beiden Seiten AB nnd ÄC zusammengenom- 
men in dem Puncte G |iuf DE ist, Cur welchen die Gleichung 
DG _AC 

GE^AB ^^^ 

besteht Denn das Gewicht der Linie AB kann als in D, und 
das von AC ab in E Tereimgt angesehen werden. Wirken 
aber in D und E zwei Parailelkrtfle , die den Linien AB und 
AC profiortional sind, so ist der AngrilTspunct ihrer resuHiren- 
den Kraft in 6, für welchen die Gleichmg 1) besteht (^. 90}. 
Auf gleiche Weise zeigt sich, dass der Schwerpunct des Um^ 
A»g6 des Dreiecks auf der Linie FGf m S liege, wenn 

FS^ AB^AC ^. - •: 

FG AB ^ AC + BC ^^^ 
vorausgesetzt wird; ' 

Zieht man AB mit 6^F parallel, und TälH die Perpendikel 
AK und S/ auf BCy so sind die Dreiecke AKH und SIF ein- 
ander ähnlich, mithin ist 

-=- (3) 

FS AB • . . V-' 

. Aus 2) jUMl 3) «»gieU flieh 

SI AK. AB -h ÄC 



GF AB.. AB -»r AC -Jt BC. 
0« BHtt #10 as ^ .^ ist, SO bdiomiiit man 
AK AB^ AC 
2 • lB~JfAC + BC ^^> 

JVennt man die' Höhe AK des Jit&wtkB ABC, h, taitd den ÜM^ 
fang «, so wird . > ■ 

17* 



i^^-T« H so folgt iiach 1)' ■■'■''" 



aao 

nach welcher Formel der Abstnod dest$chwerpuncts des Um- 
feiigs von der Seite ßC berechnet wird. Naöli einer «htili- 
chen Formel, die hervortritt wenn die Seite BC mit AC, und 
die Höhe AK mit dem Abstände des Puncts B von AC ver- 
laiischt /vyiril, bekonunt maii den Abstand d^s Schwerpimcts S 
von der iSeite AC. Hieraus ist ^ vollstöndig .besömuit . ,^ 

Ist daS; Dreieck 4BC ein gleichseitig-es^ so j^igt sicfh napb 
5) SLf== ^h, , Pex Schwej(:pui}cl deß Ümfrngf, fäjl}^ n^i.n.wt 
dem Schwjßrpunct der Fläche dt^s Dri^iecks, jjfusj^pfHpn. j ,\ 

I)9i PF = ^AC, uM Fe = ^AB/ühp .. /, . .\ 

DF^AG^ 
FE~*AB 
DGDF 

GE~FE' .-.,.• -: .-. . 

Die Linie :£& halhirt aIsM> den Winkel DFE, nOlhinhalbirtauch 
di^. Unie-ilfflden gleicheatWinköl BAO, \ ^' 

Wenn abo ein Winkel Bj^C des fraglichen DceieGk^ durah 
AH halbirt, und mit dieser duiieh <li^ Mitte der^Gegetiseite dile 
P«r>Iiele Ffi .geeogen wird, so Jiegt in F6 der Sobwerpünc^t 
vom Umfang , des :;Dreieick$A Wiödeirholt.:maii>dic8id Gansli^iM^^ 
tion für zwei Seiten, sohlst där^Durchi^hnittspunct der gefun- 
denen Linien der. Schwefpunct, » . » 

Man sieht zugleich, dass der SchwerpWettrocai .Umfang 
des Prei^qks. ABC vnix dem Mittelpuncte dei^i d^mPr^ieckZ^jEF 
£^esehri|^i9neif- .Kr^i^p^ :^UfsaiQmepfäIlt* ' .: \ .; 

>. ■ »;-'i. . ' i I- 

s. im ... 

*• 
Den Schwerpunct der Flächte einten in Dreiecke zerlegten 
Figur findet man, wenn man all dem- SchwerpmMei^'jeitefr ein- 
zelnen Dreiecks eine Parlillelkraft- anniiftimt, di6 der Fläche die- 
ses Dreiecks proportional ist, tmd nÄ^h deir.>Lehre der Zu- 
sammensetzung dec..ParaUeIkrälle<)deit'lAi%riffspunc^ i^r nAb 
diesen Parallelkräften näsuItjireSnien Ei^aft bestimmt. Dieser 
Angriffspunct ist der ge|!uckle\ßchweq)unct Die Lehre von 
ilen ||[pmeY)tpn der .Gräfte l^et hi^i .wei^eAtlicke.iDieBsl^. 
Die nachfolgenden Beispiele werden dieses näl^r 'Z^en. .: ; 
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■ Es sef derSdiwerpUnct der TOöBe eines Tibteckis ABCIf 
(Fig. '91)'nacbzuweisen. . i * 

'• iHaii iialbli*e' zwei Öfegehsetten Äß,CD in den -Püncten Ä 
und i^ ziehe* CE und ÄFiron zwei Ge^en^keTi Cünd 9 nach 
diesen HaWungspuncten; nehme ,EK =?= .^EC^ FL .^.i Fß^ 
so ist K der Schwerpunct des Dreiecks ABC, L der Schwer- 
punkt 4efi. jDrei^cksi JBCJB, mil^ M .Ä'A, eift.,Durjchmfisser d^jf 
Schwere für das Viereck ABCD. — Einen zweiten Durchmes- 
ser ,4w $clpi.werß bekommt man ebfm so ai» den Lioien ^l? 
und Jea 

Wfire CD mit iiff parallel, also ilÄC2> ein trapei, so 
würde auch EF ein Durchmf^sser der, > Schwere sdnl'. 

Der Durchschnittspnnct. zweier hiernach bestimmter Durch- 
messer der Schwere giebt den Schwerpunct des Viereckü. i-'/ 

Anderes Verfahren. Von den Eckpuncten ByC (Fig. 92) 
ziehe man nacti dem HalbirungspuÄcte El der Diagondle AD dil^ 
Linien BE und &£, und netone Äüf =^ J EC, EL = J EB, so 
sind K und £ die Schwerpuncte der Dreiecke ÄCD und JßD; 
mithin ist KL ein Durchmesser der Schwere des Vierecks 
ABCD. Auf diesem Durchmesser trag^ man LS =.K0 ab. 
so ist S der Schwerpunct d^s Vierecks. 

Zum Beweise dieser Constructios ist zu zeigen, dass 

LS MCD . • . . . . 1. ^ i 

. -^ 5?; r . -'- i ist. Di)ei»es. ergiebt fliujh folgen- 
KS , dABD 

deiWaassen. Da IS zizl KO, also auch lirO = ifÄ }s\ io hat 

LS itÖ /lÄKD JACD ' ''' "^^„ /^.nn 

man -—- = -— =-*.*i — et:. — ^-^^ yvtsfen HAKD' =i \r jdACD 
KS LQ JALD ^ABD ^ ... " 

und JALD =^^JÄePj 

Man^kaiin ßi^cb, l)eD|erke|n 4?^8, da (J^SäOL.— ,S^=T=Pir 
^ ÄO, .uiid :VejJlj dif!, Dreiejcke 4SZ>, Xi^^^P §ich verhalt^}! 
wie die Linien OS, OL, OK, auch ^iisi> = JALp—JlAK^ 
= i(ilfiD — ^Gi>).i»a.\ . .\ :, . . 

Es sei der Abststnd des'ScUwerpunctS'S'^iiKes Traj^ese« 
il0CZ> >von' der «Grundüaie :4fi^:und'Vwii'diein fn A- mt AB er- 
richteten Perpendikel AO ZV' bestimmen (Fig."98). > 
V Man selze iABssa^' 6S0xr^, die Hülvd' Oli)t3ili»> iABii:£f 



und Mß von 3 die Perpendikel Sit = (c.mid 3 K f=..y auf 

Oi4 und AB. Das Trapez werde durch, d^ DinfOiHile' AD in 

d^e, beidan Dreiecke AW r MD serlegt Der Abstand des 

ScbFerpunpta des Dreiecks ACD yaR\4B Ist =? iA, des Drei- 

AA . oA 
ecks i4ßZ>=:: ^h. Die Flächen dieser Dreiecke sind 7^ und --, 

folglich deren Momente in Beziehung auf die Axe AB^ f A.~ 

oA 
und 4 A . -r-. Die Summe dieser Momente ist dein Moment 
' 2 . 

des Trape^s gleich. Daraus erhält man die 61^i(;hung.. 

**'«'•* . .«' = f|$^).. . ^. , ; 

liefert Auf gleiche Weise ji^det sich der Abstand des Schwer- 

puncts S von der anderen Grundlinie CD , >^elcher durch y\ 

vorgestellt werden mag . . 

_ A(6 + 2a) 

Unter diesen beiden Abständen besteht also das Verhältniss 

yi 6 + 2a* 
-Der Absfaind des- SchWerpuncts 5 von der Linie AO wird 
aus den Momenten der Dreiecke ACD^ ABD ujid des Trape^ 
zes ACBD in Beziehung auf die Axe AO gefunden. 
' Diese MomeMe sind nach der Ordnung 

Zf+b bh a-\-b-\.f ah ^ (g + ft)* . 

Setzt man das letzte Moment de)r Suihmä der beiden ersten 
Momente gleich, und 'liucht man x aus dieser tileichung, so 
ergiebt sich ' .... 

_ {2f+b)b + (a + b^f)'a - '- 

3(a+ft) 
Durch die gefundenen Werthe von x und y ist der Schwer- 
puiM .des Tripete»ivolIf(täBdig bestimml. . 

• jUis dem iVorslebeiidelirerglebt sieh eine einfache gtto^ 
metrische Bestimmung .des • Sohwerpunetsd^s : Trapezes. Man 
^iehe durch die Mille der paf^Ueten« QrundlfkKea die Linie EF 
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(Fig» 94);^neliiie^ in der yerlfti^gerten oberw Gnindlimo^ CG 
g)#M;li .dar anleren GrundJüote ii£, und in der verlängerten 
imlefea Grw4linie„ ßU gleich d§r oberen CD; zieh» dann 
^If: ^. ist d^r Durphscbnittüpunct der leiden Lipten £^ und 
Cffl der Schwerpunct S^ dos Tmpeze« ^ca 

Penn ersten«^ j«t EF ein Durchmesser der Schwere, und 

zweitens Äelirt sich — = — = — -l_ü — ^ ^^ =:: _L-!L 
^ SF FG FC^CQ \ ^b+^Q b+Zm 

dieses VerfaftUniss stiwvii iiher^ «rie oben ge^seigtr.wurd^j mit 

dem y^hftttniss ^ : yi un4er den > Abständen des Sobwerpnnctf^ 

von den beiden Grundlinien übereiai.. Folglich wird« der Purcb-^ 

messer der Schwere EF. VQn der liiiiie GH im Schwerpuncte 

geschnitten. 

§. 191. 

Auf gab e. Es ist der Sehwergunct des Kreisbogens ABCDlB 
zu bestimmen (Fig. 95.) 

Zieht man von dem Mittelpuncte des dem Bogen' ^i^eM^ 
rigen Kreises M die Linie UC nach der Mitte C des Bogens, 
so liegen die beiden Hälften^ AC und CE gegen MC symme- 
trisch. Der Sk^hwerpiinct des Cogens müss also auf ilC Hegen. 
Es ist demnach die Lage des SchwerpMds 8 auf <Bese^ Lfe* 
nie zu bestimmen. - 

Der Bögen AE werde in i^ehre ^biobe TheUe itf; m 
u. s. w. eingetheilt. Man ziehe die zugehörigen Sehnen i^ sfilUe 
von den Tfieilungspuncten i^ie Perpendile( AK^^ BL vl s. w. auf 
die durch den Mittelpunct Jf niit dtir Sehne AE parallel ge- 
legte Linie KP; ziehe lioch die Linie MF von Jf nach der 
Mitte F eikiei» Sehne AB, und das Perfktadikel 'FN'Mf KP., IM 
F der Schwerpunct der Sehne AB ist, so ist AB\ME disMOfr 
ment dieser Sehne in Bekiehung auf' die kxk KP. Aus den 
«hiiUohen Jkeiwkm AG»^ fWM folgte ei^r, 4B .UfF c;^ 4G . MF 
;x££]L.JIIFV .mitlliiiJst das Mowent #inßff .Sehfie 4B=KL.^f^^ 
d: h; gleich) :dem Fi^odußt der. Projedien dejr Se^ne.tuf die 
Am JH^ in dal von JV auf die Sehne gefüllte Perpendikel. — 
Für die übrigeii Sehnen' i}b/ ÖD, ßß sind die von ff auf si^ 
gefiOlten PerpfAdihf^l,.,;^,4l|F;. es i«t ii)sa, das Moment def 
Sehn» JK? iq.flezjßfcwg .anf.cjip. ^if« KP,^LM.M]P^ der ßeji^§ 
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Mdmente der Sehnen ist mithin :^ KPiMF — AEJWFi DM- 
ser Ausdruck öndert sich, wenn innerh&ltf des Bogens -^B eiAe 
grössere Anzahl gleicher Sehnen gelegt wird. D^ e^stte Ftk^ 
tor AE bleibt zwar derselbe, aber das -Virpeii^elt' MF wifrf 
grösser, und nähert sich dem Radius JfTs^»' des BogenS de« 
sto mehr, je kleiner die Sehnen y(ntu2$geselzt werden. Hier- 
aus folgt, dass das MchnenV'des B6gens Jlj^ in Beziehung auf 
die Axe KP =:± AE.r Sei. > » 

' M Aber S d^ tSchwerfHim^t des Bogens iUBsn ä^ so irt 
das Moment des Bogens für die' Axe iTP auch =3 J(8 i «r folgiu^ 
Kchf erhält man die "Gteichuiig ' ' :• f 

.' ■ =' ■••.-• M&.9 :rz AE.r 

AE T 

woraus . MS = — '-— folgt; d. h. der Ab- 

s 

stand, des . Schweifuncts eines Kreist^ogens 'Vom. Mittelpuncte 

desselben verhält sich zum Hadius, wie die Sebne des Bogens 

zw» Bogen. . , ...... v^ 

'■ >.' l S' 192. . • ; ;': ; ; • 

Aufgabe; Es ist der Schwerpunot eines Kreis ^ Septor^ 
HÜCffJI (Flg. 95) zu bestimmen. 

Der Sector MACS werde in mehre gleiche Sectoren, AHiB^ 
ffirC'ttLs.w. eingoiheilt, librigens bleQie die ConstmotiQn un- 
veränderl.-. ,.-.■.• ..,., 

Dai» Moment, des ßreieeks AHB in Bezug auf iCP is^t 
' r , ' AB.MF 
' ••• » * .."/ ';■ •• 2 • ?• •• •: ...; 

M aber iAß./NF'.ix: AG.MFM,:so stellt ^sfiob-di^es ¥ome«l 
audi 111 (lefr Pttm' : - , - : .. = 

:m\ ^AGsMF^. oder. ^'KL.MF^ 49^,.., 

Auf glefche 1Vdi$e^ i^eigl «icK iwMmdetiiiAs.DMtAB 

BMC ±i ^M. iri^^"uiid i(tte Momente dei^ Dmi^bke /»Jf, HElf, 

=r' ^^M0:MF*, ^4)P.Mt^. >t)ie >$uitime dieser Moinmite glebt 

•' • - •■ '»» gP.Mi^ .. AE.MFf 
d^ Hqn^nt (ies ^plYgQns^\ors^JßCDGM=^--—^~ =?= , 

Üer Ausguck jedes ähderbh dem 'Kreissector * elngeschlfebenw 
Pblygonsectors^ dessen' Seiten einander gf^ich sind; stikfiil mit 
dem Vorstehenden bfs au^ ÄF ül>er*te;^weIche'Linlö' ÄF ddtti 
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RiMhis liMi Kr$Mtcfm^ r näher kommt, S0 irie die SeMn AB, 
BC IL s. w. "Meiner werden^ d. h. je mehr sicl^ der P^olygon- 
scctor dem Kreissector nöhert. Demnach ist das Moment des 
üskiBsneUat ::sz.\AE^,ii^*,.\ •. .1 ■. - • . 

. . Betseichnet «um. den.iKogeD AE^ dui^.«r ulse die. FJäclie 

$.r 

des Kreissectors durch, — -, so ist, unter S den Schwerpuncf 

sy "- '■' 
des S^ctors verstandeny MS . -^ das Moment desselben für 

dieÄxeÄP; es ferifkeht äfeo die Gleichung^ — .^.l^ — ^AB.r^, 

AI? m^ ' 

aus welcher MS = i — gefunden wird: * • 

/ Der, At>siband des S€h\i[efpunf^^ de$. Kreissectprs vom MU^ 
telpuncta 'v^rhf^U . sich, also, ,zuin, Radius wie. Zweidrittel der 
Seltne ziimi: Bogen des^plben. . ' , 

Bezeichnet man das . dem yiTjukel AME «zugehörige Bogen- 
verhältniss ^urch (p\ so erhält inan 

Für einen Halbkreis wii^ : 

ÄS =± f - = r.%4244i8; dagegen hat msm für 

«• • • j« . .. ./ fi . . . •, i ^ 

einen Quadranten , 

MS = ^i^ c=.r,0j6(()0aiL, . ..\ ^ 
. ... <J y* 

/ ; '''''- •' " ■; s, 193. -'';• - 

Aufgabe. Es ii^ der Si^hWei^btelnöB Krefssdgmeiits 
jlCBit liächaiüweisen (Fig. 95.f 1 * i 1 

MH BeifrehüIVari^ deör vorfg<^n ^önsfrüctibn iM d^Sitlt^ment 
^^s ßectprs MACEii^y:^,^A^.f:^ und des Dreiecks AEM = 

AE.MO 

i ' .^^ . , j,JlfÖ ?5P .J^JEllr«— ;t4^*), .Die .Differenz diese;' Mo- 
mente gvebf'das^lfoment des'Seginenls =7<^il£r'. .i/v r . , 
Bezeichnet nun, adi^ Fläche des ^glneats ACEA, Sden 
Schwerpunct desselben, 'so ist das ' Moment aiich = o . Jf 5, 
folglic)! wird '^^ 



266^ 
AW:d«m B^eweriültnids 9>, wctidmiMileili Winhlel AME 

zugehört, findet sich die Fläche des Segments o = -- [rp—sinf), 

und die Sehne AE = 2r.sin^(f, folgKch ist der Abttanddej» 
Schwerpuncts des Segments vom flüttelpunete des zagehöri- 
gen Kreises 



(p-r^Uk^^ :... - .-..•. 

Den Schwerpunct dcjs KreissegneiUs. 4ßCD. (jPigi 96)^ i^wi- 
schen den parallelen Sehnen AB =z A und CD = a findet 
man folgendermaassen. . .... ' , ,, 

Das Moment des Segments ABB = ^^f . Ä^ vermindert 
um daiä Itföment des Segments CBB ±2 ^.cfi giebt das Mo- 
ment des 'Segments ABCD^ welchä^ ' ivdnn msA ABCD rs ai 
setzt, und den Schwerpunct in S annimmt, auch durch MS^oi 
vorgestellt wird. Demnach erhält nian 

A^ — a^ '■' ■■ '•• ' • • ■=- 



-MS — 



18;«|" 



§. 194. 

Aufgabe. Es ist der St^erpunct des vq& den Radius- 
richtungen AC, BD (Fig. 97) begrenzten Stücks ABCD eines 
Kreisrings zu bestimmen. 

Es sei die Sehne ilÄ rz'Vi, CB^= a'y der Bogen AB=zb, 

Bogen CD =z b\ die beiden Radien MA =rj MC =. r , so ist das 

Moment des Sectors AMB = ^a.r\ des Sectors €MD=zia'r^, 

Um das Moment 4?s PiiB^^tacka =p|^(ar^,-^a r'^J, wobei wie 

bisher die durch den Mittelpuntl, der sugehö^gpn, Kiri^i^e mit 

der* Sohüiei. ptarallel iA«fen4ei,Uoie./ZW': Mpmieplejaax^ g^om- 

b 4-b' 
men ist. — Das Product cier ftsbtie i4Äe/)^=ss{i-^)(r— V)^ 



den Abstand des SchwerpünctÄ S von dem MfttelpünGte Jlf giebt 
einen zweiten^ IVt^i^h de^nMomäntS; ; Man ethätt. deiMAch 

' • " ' ' .>^ •T^>-''i=>i«'^''ri« ^^':. ": '■ .... .. 

or' br 

Setzt man hierin a' ^cjv — und 6' =: — , so verwandelt 

r ^ r 

sich die Gleichung in ' 1 . 
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U$.b y*~^^ = ia ^^^^^\ welche . 

liefert;, wo ^j das dem Winkel AMB zugehörige Bogenverh*lt- 
ni^ besMobnei * 

i. im 

Aufgabe. Es ist der Schwerputiet einer dreiseitigen 
Pyramide ÄBCD (Fig. 98) zu bestimmen. 

Man halbire eine Seitenkante AB der Pyramide, . und ziehe 
von den Ecken der Gegenkante CD die Linien Cfi, DE nach 
der Uitte von AB. In dieser Ebene CED liegt der 3chwer- 
punct der Pyramide. Denn nimmt man fiF =; ^ff^, so ijst F 
der Schw^rpunct des Dreiecks ABU] wird femer die Linie CF 
gezogen so liegen auf ihr die Schwerpuncte aller Dreiecke in 
der Pyramide, deren Ebenen der Ebene ABD parallel si^d. 
Der Schwerpunct der Pyramide liegt al^o auf der Linie CF, 
folglich auch in der Ebene CBD. Ist ferner EQ = | CS, mit- 
hin Cr der Schwerpunct des Dreiecks ABC, so liegt der Schwer- 
punct der Pyramide auf der Linie GD. Der Durchschnitt^unct 
der beiden Linien DG und CF in der Ebene CED bezeichnet 
demnach den Schwerpunct der Pyramide ABCD^ 

Aus den ähnlichen Dreiecken EGFy ECD ergiebt 3icb 

ö^ BF . ^ j ^^ . ^ «^«, «^w G/^ ^^ 

-—•= — = 1; eben so aus deri Dreiecken 6fdF, SCD --i=— ; 

CD äjD V*' i ^ , CD <»' 

folglich ist ^ = i d. h. es ist F* = ^08 == ^CF. 

Hiei^lis folgt ^ dass der Abstand des Schwerpun^t;s ^e^r 
Pyramide von einer Seitenfläche derselben, dem vierten Theil'e 
des vom gegenüberliegenden Eckpuncte auf 'ikie heräbgefäUtßn 
Perpendikels (Höhe) gleich komme. 

Zieht man dte Linie E5, wMche di^ Kante CD in K trifR, 
so wird nicht allein diese Kante CD in K hälbirt, sondern auch 
die Unie BK dvaröh ieu Seiiwerpuoiet S in zwei gleiche Theile 
zerlegt — Denn 4ie beiden Dreiieicke MSP, ECD haben. glei^ 
che Grundlinie ED, die HMie von ESD ist z^. der Höhe voll 
BCPy tn'eil Ffi.^ iFC gefunden ivurdey fblgliekJfit \äBBD :=: 
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I dECD, Eben so ergiebt sich JESO = 1 4BCD \ also ist JffÄO 
= /lESC. Hieraus aber folgt CK = KD. — Ferner hat man 
JESU + JESC x=: ^äSCD-^ \.JECD ^^JECD, demnach 
muss /ICSD — \ JBCD sein! NuYi baben 'die Dreiecke CSD, 
CSOi die«elb^ Grundtinie C^9^,.Hire.H9li^n, «Iso auch, die Unien 
KS, KE müssen* folglich im Verhältniss 1 :2 zu einander sier« 
hen d. h. es ist SK = ES. 

Man findet hiernach S^tL Sckwerpunct einer dreiseitigen 
Pyramide ^ wenn man durch .die Mitten zweiejr -Gegfsi^^anten 
die gerade Linie EK zieht, und di^se balbirt*, .. 

Denkt man an den vier Eckpuncten einer dreiseitigen Py- 
ramide gleiche Massen^ jede = m angebracht, so ist /wegen 
AE = EB der Pünct E der Schwerpunct der beiden Massen 
in A und B, und \yejl K die Linie. CD h^lbirt, diesei: Punct der 
Schwerpunct der beiden Masseh in C und Z). Der Schwer- 
punct der Massen 2m in E und K liegt aber auf der Mitte von 
EK A. h, in 5/ ' 

Demnach 'fällt der Schwerpunct einer dreiseitigen Pyra- 
mide mit dem Schwerpunct vier gleicher Massen , die sich ' an 
den Ecken ider Pyramide befinden, zusammen. 

Hieraus folgt nach §. 148, dass der Abstand des Schwer- 
puncts einer dreiseitigen Pyramide von einer beliebigen Ebene 
dem vierten Theile der Summe der Abstände der lEcken von 
derserben Ebene gleich feei. ' '' 

. / Mäti \av^ ^iejBen Satz.wphwier folgt, beweisen: 'Ji^s mö- 
ge^ iS'uhd K die Mitten der Gegenkanten AB, CD (F^g. dd) 
und S die li(itte von ,l(Jr, alsp« der Sph^erpjinct ^cter Pyrajnide 
ABCD seiw. Fällt man von Ä, Ä, C, D, E, K, S dl'ö Perpendikel 

. 'i ' i. • •:i- ■-' ^ ' ;,••// \ \: . AJi' •+- BB' 
AA, BB u. s. w. auf die Ebene MN, so ist EE = '- 

^^ = — -^ , SS' = _— ^^--, folghch ,. . 

' \- •• '• »^ . • ..' ilA' --f.B* -f-'-CGf 4- DD. •. 

. ^=. ;..>^> ■■■4 r ... • ...,. 

d.. hl der Abstand > des ^ Sdiwt^rpmctd der PyramiM Yon« der 
Ebene ItiV ist dem^'tnrithRiletigeh^n Mitlei »äs den vier Abstdn-i> 
den der Ecken. vd» dht Ebene ffN glei<^h. 

"NJi'ch diesetb/Satze, verbunden mit dör Lehre WönlienTa«^ 



sich in ^dreiseitige PyraoiideiliiBeriegeslassai, Attden/ 

Die Höhe des Schwerptncls einer vielseitigen l^rdmiäe 
tfber deren Grundfläche, die ein beKebiges Polygon seih tnag, 
beträgt den vierten Theil der ganzen' Pyrafnidenböhe. Dieses 
ergiebt sich sogleich daraus^ dass die Schwerpunete aller drei- 
seitigen Pyramiden ^ in welche die xi^ls^itige durch Zerlegung 
Ikrßr Qrundfläche in pr^ieckev z/frra)It^.4ies.Qn Jibs^nd tc^n der 
flfundfl^phe bp))en. — ,JD« eii^licljew Keg^ a{^ Pyramide i»it 
Ur^föTfxügex GfundOäphß .,ai{gj8{|ehefi WierdeQ..)£WW, so^. liegt 
4er Scbwerpuift^)! imJtfBg^l ,über dpr <Jnviclfläfib? eben ;s^. wie 
ta.de^ Pyram^fje, cL h,. ufi^/dc^n , vierten. Ttoil der Höhe dfW 
Kegels, von der Grundfläph^ i^ntfer^t . / : ^ 

Der, Abstand dcis SchY^erpjuncts; der Se.i,^ienf,l*Cfheii eir 
ner beliebigen Pyramide von der Grundfläche derselben ÄsJ; ^m 
.dritten The^i^.der Höhe der Pyr^ide gleich*, l^em.da die 
Seiteafiiüichen Dreiecl^e sind^ deren Schw)eFpun«t^ «nt den 4ritf^ 
:teiH '^i|»eM 4er, Dreieqk^liöt^en von dea GrundliniciQientfe^nUind, 
jso, li^ auch der Sc)iwerpunct jedes Dreie^^kSt.^ua.deQ driUe« 
Theil , der. Pyrafi)idenhöhe über 4er Gniudfläcrhe id^r.fyrainide. 
Die Sphwejrpun€|te der. Seitenflfiche^ liegen 4len|oaßh ia.eiiißr 
Jßbei^e,: deren Al^stand von der. &i|ndfl4ql|p ^iß Pri4tel,.der Py,-»* 
rpniideuhöhe beträgt. . . : . ;. 

Pas3elbe gilt vom Kegel; der ^cj^werpu^cit $€^ef Jj^riWr 
men Oberfläche (Mantels) liegt um ein, DriM iler j|{ö)^e de^ 
Kegels über der (^rundfläcl^p. 

§. 197. 

1 iiAüfigabie. 'Eü issk der. S|chwerpUBOt: Mbcsp dreisedtigen 
«bgekümen. Pyramide ji^C&feF.nachzhimffiei {Fig. lOa) < 

Durch die beiden Diagonalebenen' i40F, .BBF berlegt*tit«h 
die abgekürzte Pyraipide^'Mnr' drei Pyramiden ABCF, DBFB, 
DABF, deren Inhalte, wenn die untere Grundfläche ABC = G, 
die' obeir^ DBF ±^ g und die H&he del» ab^ekürztAiTPyramide 
^ * gesetzt "Wii^d , dtirch J Mf? . ä; ^^ ^^R',' ' I ^»/^(ffy) dkrgestelh 
HrierA6n. ' I^ie AbfrfäiMe det* Schwet^uttcte^^di^^fel^f Pffamifdeh 



von der. rGmiidiAGbe ABC %inä: ^hy fJk, ^A; fblfUek ist die 
Summe der liomento der Pyramiden in Bezug auf ABC 

=^ AÄMe + 3^ + 2^0:^). 

Wird dieses Moment durch «den Inhalt der abgekürzten 
Pyramide =5 J A (ff + ^^ 4- y/^^ 

dividirt, so ergiebt sich die Höhe j» des Schwerpuncts der abr 
gekürzten Pyramide ühßr der' Gnindfläche G, nämlich , r 

^ i . <? + 3jy + Zy/TO^ 

» = J Ä . . 

G + 9 + yT^g 

Werden die Grmdflächen und ^ hr gleichem Verhfflf- 
iii0s vefgrdsBeil;, so bleibt der Werth von « unverändert. Ein^ 
derartige Vergrösserung tritt aber ein, wenn zwei oder mehri 
Dreiecke die untere Grundfläche, und ihnen tiffiliche Dr^ieck^ 
die obere Grundfläche zusammensetzen. Deshalb' gih der vor^ 
stehende Ausdruck auch filr jede vielseitige febgekttrzte Pyra- 
mide, wenn unter G und g deren Orundflädren verständen 
werden. 

BnfdHcfa gilt die vorstehende Formel auch zur Besfim- 
mu#g des Schwerpuncts im abgekürzten Kegel, den mnn 
als Grenze der ihm eingeschriebenen vielseitigen abgekürzten 
Pyramiden betrachten kann. Da jene Formel nun für jede die- 
ser Pyramiden gilt, so besteht sie auch für deren Grenze d. h. 
für den abgekürztefn Kegd. Ist also A der Radius der einen 
Grundfläche, r der Radius der anderen Grundfläche, h die Höhe 
des abgekürzten Kegels und ^ der Abstand des Sdiwerpuncts 
von der Grundfläche vom Radius Ry so ergiebt sich durch 
Substitution der Werthe G :^ R^n, g — r^w die Formel 
= XA «^ + 3r» -f 2flr 
* ~ * • B» + r» + fir* 

Der Abataad des Sohwerpunds der S^itenfläohen ei- 
ner abgekürzten Pyramide von der usater en Grundfläche dar^* 
nelben wird naeh ddt Formel 

gefunden, in welcher a eine Seite der unteren GrundHäche, b 
die ähnlich liegende Seite der oberen Grundfläche, und l^ die 
Höh^ der abgekürzten Pyramide bezeichne», — Denn iii d^ 



die Höhe dieses Trapezes! = A'', so ist ^' , ' , ' V die Ent- 
fepnttng desi Sohfiterpuiiftsdte Vrapems ^o» der GBiiiidiiHta. 

. -.'■ . ■ .: k •' ■ •.'• ^ .• ' ^ . . • :'" /' 

Diese muss mit - multiplicirt werden, um den Abstand dieses 

-''•'■■'"'' M' .*•■.>-• .' .. ' .. ......'.... 

Schwerpuncts von der Gnmdfläche an fttMiMyWeikh^r dem^- 

a + 26 V 

nach K-r~r-r. • A ist. derselbe Ausdnick gilt aber auch für 

jede der übrigen Seitenflächen z. B. deren Grundlinien^.. a' und 

a' + 26' 
6 sind. Für diese wird er nämlich _, / , ..^ . A. Nun aber 

3(a 4-6) 

a 6' 
ist, weil 4ie GirtmdAätthfBn fthiäicbe^ FigtireH sind;.=-^ fpc 7-; setzt 

man also a = u .a, b' z= a . 6 in dem letzten Ausdruck, so 
erhiK man 4&r Men^ Al»«tattd' ddd >ScbV4^rpiiniits> «in^r beliebi- 
gen Seitenllfiehedei'' abgekürzten Pi^remide v6ht der.mitenreti 

^Grupdfläch^ dens^U^n ^sdruck. , .; ü %* WP .f"''.,^*?.j^^^* 

betrachtete Seitenfläche. ' Dife *fechwerpuncte aller l^efHefnflftchien 
der abgekÄi'zfen Pyramide lielg-^tf al^d 'in einer Ebene, welche 
der Grundfläche' pÄrallet ist unfd 'deren Abstand' von diesetr 

Crundfläche = ^7^-— . Ä ist. 
4(ö+*) 
'' ßißzeichneh ti^ 'und 11 die Ümftngö der unteren und obe- 

' ü •' 4i 
reu ^QrundfliUAe der. akgaHürzlen .P^an^de^ «Q ji^t — = -, 

folglich ist aucli der Alisfahd d^s 'SbKwerplinci^ sKmm^ichbr 
Seitenflächen von der UQtereiji^ Gruridfläbbe durch 

s — — » .'.i» .*! ■ Jim', '' ii't'".' 1 •'■•') ••>, ' 

.. .3(1/+ u) 

dargestellt . , 

Nadi derselben ^iMel 'bierei^biiet' manildi^iii Ahstanid des 
Schwerpuncts der kruMiiviiin Öb^^cbe eiMB^ abgMoüirzteli lU» 
gels Yop d0r untere Grundfläche. Da, n£Unlicii .dieser Kegel 
als die GreJi^e der ihm eingeschriebenen Pyramiden, bei fort- 
während zunehmender Seitenzahl, angesehen, .werden famd, 
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und fllrj6d6 die^^r Pyrnmiden der vorsleMiufe iAusdrudcfil^ 
so gilt er afiich für die Grepe d. h. den Kegelmantel Die 
Umfänge zweie^ -Kreise verhalten sich aber wie deren' Radien. 
BiBBeiohnen t «Isoir ji aml r. lie üiidieikiilitr mißteii'. und^obeitoa 
Grundfläche eines abgelcürzten Kegels , k deisen Höhe , so ist 
der Abstand deis Schwerpunkts des Kegelmantels von der un- 
^erek Grmidfläclid auch dvob .^ «: ■ ^ '• 

gefeeberf." . • • -ja ... ..• ."!.,.•., 

' » ■ '■$. *198.' '" ' ' ' ' '" 

Aufgabe. Es i^ der Sohwearpliad; eiMs dreiseitigen 
schief abgeschnittenen dreiseitigen Prisma nachzuweisen. 

Die Grundfldohe ABC (Fig. 101) sei =7? (7..4ie Seitenlun- 
ten mögen AD j=.a^ 3B .=n k^ Cß ^. o^ und 4€|r, Neigungs- 
winkel der Seitenkaiöen gegen die Grundfläche = a gesetzt 
werden. Durch die Diagonalebenen ABB, ÜBE zerßSR das Pris- 
.ma in die Pyramiden. ^|ßCi?,ia>ß^, BDEF^ derßn Inhalte ^ Gc 
sin ii, |äki9ip&, i,Gbs\nn sind.;; Diß AbstlindQ d^r Schwer- 
ipunpte. dieser, Pyr/imidep voii. /der Grundfläche 4BC sind \ c. 

a + c . a + 64-c.. .„. . , 

sm tt, — z — . sm «, — r--- . sm «: 'Hieraus fplgt die 

4 4 • .. ,^^ . ^- • 

ilpmme.d^^ Mp^^eqüte 4i^?iei:, Ify^^tmide^ jp pcjz^ßhungauf die 
ßbene ABC 

= Ti ^ (** + ft» -l^c« + oft -f d<? -H'*<>) «in A« 
welche, wenn sie durch. den lahalt d^s Prisma 

= a ßf (« rf. ^ + ^) sin a 
dividirt wird, den Abstand « d^s Schwerpuncts des "Prisma 
von der Grundfläche ABC liefert. 

" - • Der Zähler.dieaas Bmehea i^t (a'+6-4T,q)^n^!(^ ih)<'f.+ M 
-del* Abstand ü.kttHi.alsoi'niieli.lder.Fwiiißl! , .! ;..{« 1./'. 

» = ilfl + 6 + ^ — ; — ^ ) sm r< 

•beretchnei' -werden. •'.!.• •. >;. • .• •• .""..,.;v ...■,•;*..; 
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$. 199. 

Aufgabe. Es ist der Schwerpunct 8 einer HaMugelzu 
bestimmen, deren Radius = r ist. 

Da die Halbkugel ÄFBC (Fig. 102) als Differenz zwischen 
dem Cylinder ÄFBDE und dem Kegel DGSM erscheint, so ist 
das Moment der Halbkugel (= fr' n.MS) gleich dem Unter- 
schiede unter dem Moment des Cylinders (= r^ n . ^r) und 
dem des Kegels (= ir^ n .fr); denn die Höhe des Cylin- 
ders wie des Kegels ist = r. Daraus ergiebt sich die Glei- 
chung ^r^ n. MS = 4 r* 71. — {r^n = i r* »,• welche MS 
=: fr liefert. Der Abstand des Schwerpuncts der Halbkugel 
von deren Grundfläche beträgt also drei Achtel des Radius 
derselben. 

Da die Zonen von gleichen Höhen gleichen Flächeninhalt 
haben, so liegt der Schwerpunct einer Zone in der Mitte der 
Höhe derselben. Hieraus folgt der Abstand des Schwerpuncts 
der Oberfläche einer Halbkugel von dem ihr zugehörigen grö- 
sten Kreise = ^r. 

$. 200. 
Aufgabe. Es ist der Schwerpunct einer halben Kugel- 
schale d.^ h. des zwischen zwei concentrischen Halbkugeln^ 
deren Radien R und r sind, liegenden Körpers nachzuweisen. 
Da dieser Körper dem Unterschiede zwischen den beiden 
mit R und r beschriebenen Halbkugeln gleich ist, so zeigt sich 
das Moment desselben 

= f fl5 „ . |fi _ |r5 ^ . f r = i n (Ä* - r*). 
Dasselbe Moment ist aber auch = | y* (Ä' — r*) . », wo » 
den Abstand des gesuchten Schwerpuncts von der Grundfläche 
darstellt. Demnach wird 

- « '^^ — ^ 

Setzt man r = ß, so giebt % den Abstand des Schwer- 
puncts der Oberfläche der Halbkugel von der Grundfläche der- 
sdben. Vor dieser Substitution muss aber der gemeinschaft- 
liche Factor R — r im Zähler und Nenner, welcher Null wird, 
fortgeschafft werdra; man bekommt dann 

* ~ *' Ä« + Ar + r» ' ' 

tjifficii» L«wb.a. üMk 18 
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und wenn hierin r = Ä gesetzt wird , so ergiebt » = ^ Ä 
wie m yorhergieheiiden $ gefunden worden. 

§. 201. 

Aufgabe. Es ist der Schwerplinct des Kugelsegments 
DFEC zu bestimmen (Fig. 103). ^ 

Däss der Schwerpunct des Segments auf der Linie JlfC, 
die durch den Mlltelpunct der Kuger und das Centrum P der 
Grundfläfche des Segments geführt ist, Hege, ergiebt sich aus 
der symime'trischen Lage des fraglichen Körpers gegen MC. 
Es ist also noch PS d. h. die Höhe ^s Schwerpimcts S des 
Segments über der Grundfläche DFE desselben nachzuweisen. 

Der Inhalt des Segments ist der Differenz unter den In^ 
halten des Cylinders zwischen KL und NO, dessen Grundflä- 
che PK zum Radius hat, und des abgekürzten Kegels, dessen 
wundflächen iVO und QR zu Durchmessern haben, gleich. 

Ist der Radius der Ktigel MC — r, die Höhe des Seg- 
ments PC = hy so ist der Inhalt jenes Cylinders ±i r^'n . ä, 
also dessen Moment in Beziehung auf die Ebene I^^FErzr^r^yiÄ^ 

Das Moment des abgekürzten Kegels QRNQ in Beziehung 
auf dieselbe Ebene ist gleich dem Product aus dessen Inhalt 

= -^hn (PQ^ + CN^ -^.PQ.pN)' 
in den Abstand seines Schwerpuncls von der Ebene DFE 
= 1Ä ^g^ + 3CiV^ + iPQ CN 

* 'PQ^+ CiV2 + PQ.CN^ :' 
wird also durch j^^h'^ n [PQ"^ + 3CN^ + 2PQ, CN) darge- 
stellt. Nun ist PO = MP^MC — PC=r-^h und CN = r; 
das Moment des abgekürzten Kegels ist folglich 

.= ^h^n {{r — hY + 3r2 + 2(r — h]r) ■ 



— ir2 



2 



r^Ä^Ti -^.^h^n (4r — ä). 



Wird dieses von dem MQtnent des Cylinders subtrahirt, 
so erh|dt ;qan;d^$ Momefit.des. Seginents 

Einen.. swei40n Ausdruck fttr. das Moment. dieses Segments 
erhält .nw«) wenn der Inhalt des Segments -mit PÄ d. h. dfem 
Abstände des Schwerpüncts, von ider Gniodfläohe DFE muUit 
plicirt wird. Der Inhalt; des Segments;ist = ^ PD^n . P(7 + 
IPC^ n. Da PC =^ 4, u^i^i ?/>*,= A (2r — Ä) ist, so zeigt 
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sfck audi der Inhalt des Segm^t9 = rA' » — -J^A'h t:? ^Af^ 
(3r — xA). Das Produei desselben in PS giebt «benfaite das 
Moment des Segmemsj«.: Beziehung auf die Ebene ßKE = 
^h^n (3r r- A)..PS. 

Setzt man die beiden AusdMck^ für das Moment des Seg- 
ments einander gleich , und. berdchiiiet. auiä ckur Gleidhaiig den 
Werth von PS = », ßt> ergiebt sich - . 

•-{»■£^* . (') 

Will man in der Formel für % nicht den Radius dei* Ku- 
gel r, sondern den Radius der. Grundfläche des, Segments PD=ra 
haben^ so ist zu berücksichtigen/ däss a^= A (2r — A), also 

a« + A* 

> = jrr — ist. Sub§tituirt mj^n diesen Werth in 1), so 

2A 

bekommt man 

aa^ + A^ 

*-^*;3a^+A^- (^)- 

Verwandelt sich das Segment in die ^ Halbkugel, so wird 
fl =: A = r, und man erhält aus 2) für die Halbkugel » = fr 
wie oben gefunden wurde. 

S.. 2<>2. 

Aufgabe. Es ist der Sohwerpufiet eines Kagel^egments 
mit zwei Grundflächen zu bestimmen. 

Der Inhalt des Segments zwischen den Gmndflächea DE 
and FO (Pig. 104) kann als Unterschied unter dem Cylinder 
KLHI und dem abgekürzten Kegel QRVW betrachtet werden. 

Es sd der Radius der Kugel = r, der unteren Grund- 
fläche PD = a, der oberen Grundfläche FT z=: by die Höhe 
des Segments FT = A^ der Abstand des SchwerpiuiGts S von 
der unteren Grundfläche PS z=: »: m ist das Moment des Cy- 
üAders KLHI in Beziehung auf die Ebene KL = ^r^h^^y 
und das Moment des abgekürzten Kegels QRVW in BlB2iehung 
anf dieselbe Eben^ KL, wie im mrhergehenden. Paragraph 
gezeigt werden. 

= ^h^n (QP^ + arF» + 2 QP. TV). 

Die in dieser Formel vorkommenden Grössen müssen auf 
A, a und b zurückgefährt worden. Zu devt Ende sei P0 =r 
MF =z X, also Fr =: Jtf JR = A + «• Aus den Dreiecken 

18» 
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Dm, FTM findet sich r»s=o»-f sp» und r»a= 6» + (* + «)*; 
man hat also o»-}-«» =6»+(A4-a!)» foIgKch 2ite=o« — ä»— A». 
Das Moment des abgekttrzten Kegels wird nun 

= V,A» « (»4 + 3(A 4- «)« + 2« (A + «)) 

= ,1, Ä» » (6as» -f- SA« + 3A»). 
Mithin ist das Moment des Segments 

= t^ A« n (6 (r» — x») — 8hx — 3A») 

= A ** » (6oa — 4o« -f 46« + A") 

a= tIjÄ«« (2o« + 46« + A»). 
Wird dieses . dividirt durch den Inhalt des Segments = 

• hn + i A' « , so findet sich der Abstand des 

Schwerpuncts von der unteren Grundfläche 

* ~ ^ 3a2 + 36« + *«• 
Diese Formel zur Bestimmung des Schwerpuncts eines 
Segments mit zwei Grundflächen giebt den Schwerpunct des 
Segments mit einer Grundfläche wenn man fr = a setzt 

§. 203. 

Aufgabe. Es ist der Schwerpunct des Kugelausschnitts 
MDCEM (Fig. 103) nachzuweisen. 

Der Kugelausschnitt ist gleich der Summe des Segments 
DFEC und des Kegels DFEM. Bleibt die bisherige Bezeich- 
nung unverändert , so ist der Inhalt des Segments =^ ^ h^ n 
(3r — A), femer der Abstand des Schwerpuncts desselben vom 

Blittelpuncte der Kugel =r — h^ihjr =|- 1 > 

3r — A or — h 

also das Moment des Segments in Beziehung auf die Ebene AUB 

des grössten Kreises, dessen Ebene rechtwinklig auf MC steht 

= i*« n (4r2 — 4rÄ + A«) s= JA« n (2r — A)«. 

Das Moment des Kegels DFEM in Beziehung auf dieselbe 
Ebene ÄVB ist 
=:^PZ>«n.JfP.|JfP=iö2^(r— A)«sö|A{2r — A)n{r^A)«. 

Wird nun die Summe dieser beiden Momente ss \ r^ kn 
(2r — A), durch den (phalt des Kugelausschnitts = %r^ hn 
dividirt, so erhält man den Abstand « des Schwerpuncts des 
Kugelausschnitts vom Mittelpuncte der Kugel 

»=:|(2r-A). (1) 



j 
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Will man statt des Kugelhalbmessers r den Radius PZ>sa 
der Grundfläche der Zone, welche dem Ausschnitt zugehört, 
einführen, so. hat man die Gleichung A (2r — h) c=5 a» zu be- 

achten, welche 2r — A = — h'efert. Demnach ist auch 

h 

» = fi.f (2) 

der Abstand des Schwerpuncts des Kugelsectors vom Mittel* 
punct der KiigeL 

Für die Halbkugel ist a = A s= r^ mithin wird für sie 
ft ss= I r wie. oben gefunden. 

AligemeiDe Bestimmung der Schwerpuncte von Linien, Flä- 
chen und Körpern, die sich durch Gleichungen bezeichnen 

lassen. 

§. 204. 
Sind ni m" m" u. s. w. gegebene Massen, deren Gewichte, 
wenn g die Beschleunigung der Schwere vorstellt, durch mg 
m'g, m'g ausgedrückt werden : so liefern dieselben ein Sy- 
stem von Parallelkräften, die durch diese Gewichte bezeichnet 
werden, und deren Angriffspuncte mit den Schwerpuncten 
der Massen m', m", m'" u. s. w. zusammenfallen. Jene Pa- 
rallelkräite nig^ m'g, ni"g u. s. w. lassen sich nun zu einer 
einzigen Kraft 

(?.= nig + m'g + m'g + etc. (1) 

zusammensetzen, deren Angriffspunct der Schwerpunct der 
Massen ml ni' m'" u. s. w. genannt wird. Die Lehre von den 
Momenten der Parallelkräfte bietet ein einfaches Mittel dar, 
die Lage dieses Schwerpuncts zu bestimmen. Durch einen 
beliebigen Punct O im Baume lege man drei sich rechtwink- 
lig schneidende Linien (Coordinatenaxen) OX^ OF, OZ, fälle 
von dem Schwerpuncte der Masse ni Perpendikel auf die 
drei Coordinatenebenen ZOYy ZOXy YOXy welche durch w j/ ^ 
bezeichnet werden mögen. Eben so verfahre man mit den 
übrigen Massen m" m"' u. s. w., da*en Schwerpuncte die Co- 
ordinaten sc' y" x"; al" y" %" u. s« w. haben mögen. Man 
bezeichne endlich die Coordinaten des Schwerpuncts aller Mas- 
sen oder des Angriffspuncts der zusammengesetzten Kraft G 
durch Xi y-i «i, so hat man (naeh %. 148) die Gleichungen 
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O.ä^i sa mg.a> -|* «•'^ap' -^ m"' gx"^ +■ ctc 1 
G.yx tazfng;y r\-sngy* + m" g.y" ^ el». | (2) 

aus denen , die Coordinaten des Schwerpuncts o^i j^x »i des 
Systems der gegebenen Massen m' m" m" u. s. w. gefunden 
werden können. Setzt man nämlich für G seinen Werth (l) 
und vernachlässigt den gemeinschaftlichen Factor g, so erhält man 
mx 4- »»'V' -}~ w"V" -|- etc. \ ' 



a?i 



yi = 



m' + m" + ^'' + ^*<5: 
»i'y + m'y^ + m"'y"' -f etc. 



m' + 



m 



+ 



m 



+ etc. 



«1 = 



w'jj', 4- itt"»" ,r{- »»'"V" + etc. 



m 



■ 



m + m" + w'" -}- etc. 
Statt der Massen m m' »'.'!. lu. s. w. können auch deren 
Volumina v r' v" u. s. w. eingeführt werden ; da m' ^= v . (K, 
m = v" .d'\ tri" = v" S* u. s. w. ist, wenn S' ä" ö" die 
Dichten der Massen bezeichnen. Man hat dann 

>'.o.a?-j-i/.().a? +y,(;.a?+ ^^c. 
"^ "**" i/'.(^' + /' c^" + v'" d"' + etc. 
u. s. w. 
und Wjenn die Dichten der sämmtlichen Massen m tri' u. s. w. 
einander gleich, == j sind, so ist 

r . a? + ^ a? + r a? -f- etc. 



Xi = 



yi 



»1 = 



r 1 M 




+ etc. 
tI- etc. 




1 '/f 


+ etc. 
+- etc. 



(4) 



V +: 



.+ ' 



-|- etc. 



: 8- 2Q5. , 
Dia vorsleheiiden Formebi gelten nicht blossi; in A^ Vor-« 
aussetzung, dasi&^'diß' Massen m\m"\m'';«u s. w. von einan-M 
der gietrennt sind, aoadern »uoli w^oa diese MiisfteniwliMclUoh 
nahe neben ..eiii^iidieFliegieo^ und einen emzigen Körper bilden. 
Es ist dabei gleichgültig, wie gross öder wie klein. «a» die 
Mk^cq W ni m' u. s. Ww aanehmen /wiU. D^liki mati sich 
nun, dieselben aneodlioh kl^in, und beieicbnet irgend welche 
unter ihnen durch dM (Elem<mt der Massen If des Körpers), 86 
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ist 4ie Skimme 4er Masilien wi + "•' + «»'" -\* etc. *= (dM 
:^M-±t=- der Masse des ganzen Körpers; und da d^ Abstand 
des Schwerpunets einer solehen Elementarmasse von«i«erCo«» 
ordinatenebene als nicht rersohieden Ton dem At^nde eines 
beliebigen Puncts dieser Elementannasse vöii derselben Goor-* 
dtnatenebene erachtet werden muss, so hat inan ' 
nix + i»V 4* «»''^'" + et©/ =s fx4M 

«V + mV + m"V" + etc. = ) %dM 

m setzen, Yfo Xy y^ s die Coordinaten der einzelnen Elemon-- 

tarmassen dM bezeichnen. Die Formeln für die Berechnung 

der Coordinaten des Sdhwerpunbts verwandeln sich hierdurch in 

_ fxdM _ [ydM _[zdM 

^^ - IW '' ^' ^JdU' ^'- JdM' 
wo die Integrationen auf die ganze Masse des Körpers aus- 
zudehnen sind. Bezeichnet S die Dichte der Elementarmasse^ 
und Y das Volumen des Körpers, so ist dM ^^ rf. dV mithin 
_ /x.d.dV _ fy.d.dV _ f%.6,dY 

""' ~' fsdv ' ^' ~ fd.dv ' *^ - TsJiv' 

Hat der Körper eine veränderliche Dichte, so muss d ab 
Function der Coordinaten der Elementartheile des Körpei's ge- 
geben sein , um nach den Torstehenden Formeln rechnen zu 
könnett. Ist aber der Körper gleichförmig dicht, so hat # für 
jede Stelle desselben den gleichen Werth, und man behomtiit nun 
_ fxdV _ fydV _ fidV 
"^^ ^ fdV' ^' ~ /dV ' *' ~ JdlT' 
oder Vxi =i /xdV, Vyi = /ydV, Vii = /«rfF, 

welche Ausdrücke von der Dichte ganz unabhängig sind. 



Fällt der Anfangspunct der Coordinaten mit dem Schwer- 
puncte des Körpers zusammen so hat man iri = Oi, yi = o, 
»j = o, es miuss sich ajso für den Schwerpunc^ ./"xdÄ = o, 
/ydM = 0, und f^dM/==^ o zeigen,;^ und ^enn vorausgesetzt 
wird, die Dichte ä des Körpers sei unveränderlich, so findet 
si<?h /j»dF »= i)yfydV,'^=^o,f^dV s^a ' . ) . 

Wenn die Länge eines Korpus geg^n dessen I^eidßn.ap- 
deren Dimensionen sehr gross ist, so nennt man- dei^ Körper 
wohl eine materielle Linie, und wenn die Dicke /.eipes 
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Körpers gdgen die . beiden anderen Dimenstonen sehr gering 
ist, gepflegt man ihn eine materielle Fläche zu nennen. 
B^ jenen wird in der Regel angaiommen, dass die Masse 
gleichförmig .über die ganze. Lange der Linie, und bei diesen, 
dass sie eben so über die ganzß Ausdehnung der Fläche ver-* 
theilt sei. Die Massto der einzelnen Tbeile der materiellen 
Linie oder Fläche werden daher den entsprechenden Längen 
der Linien, oder den entsprechenden Theilen der Fläche pro- 
portional gesetzt , und . da die Querschnitte einer materiellen 
Linie so wie die Dicke einer materiellen Fläche allenthaften 
gleich gedacht werden, so gilt die nämliche Annahme auch 
Yon deii in obigen Fonnehi vorkommenden Inhalten. 

S. 206. 

Aus den vorstehenden Formeln zur Bestimmung der Co- 
ordinaten des Schwerpuncts ergiebt sich eine allgemeine Ei- 
genschaft desselben. 

Es sei S der Schwerpunct beliebiger Massen m mi 1112 
u. s. w. und der Anfangspunct eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems, dßr beliebig angenommen sein mag. Sind nun 
r ri r2 u. s. w. die gegenseitigen Abstände der Schwerpuncte 
der Massen m nh nh v* s. w. von einander, ferner q qi q2 
u, s. w. die Abstände derselben Schwerpuncte von dem An- 
fangspuncte 0, undjst.fi der Abstand des Schwerpuncts S al- 
ler Massen von ; bezeichnet man endlich die Winkel, wel- 
che die Richtungen von R g gi g2 u. s. w. mit den Coordi- 
natenrichtüngen einscUiessen, durch a b c^ a ß y^ «i /?i /i» 
«2 ß2 f2} u* s. w. und die Winkel, welche die Richtungen 
g gi g2 u. s. w. unter einander bilden, beziehungsweise mit 
^1 gg% g\g2 ^* s* ^« ^^ ^^^ ^^^ zunächst die geometrischen 
Relationen 

cos a* + cos 6? + cos c* = 1 

cos «* -|- cos ß^ + cos y* = 1 

cos «1* -I- cos /Ji* + cos yi« = 1 

u. s. w. ^_^ 

cos a. cos «1 + COS/J COS/?i -f- COS;' cosyi = COSppi 
coö o. cos «2 + cos/? COS/S2 + cos;' C0S;'2 =^ C0Sp£2 
cos «1 cos «2 + C0S/?jCOS/?2 + COS /i COS /g = COS ^j^j 

u. s. w. 
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p« + ^1« — 2qqi cos Qgi = r^ 

Q^ + 92^ — i'QQz COS g^ = n^ U. S. W. 

Ausserdem werde die Summe der Massen m 4- ^i +«»2 + 
etc, = M gesetzt. 

Der Abstand des Schwerpuncts S der ganzen Masse M 
von der Cpordinatenebene YZ ist ß.cos a, folglich ist das 
Moment von Jlf in Beziehung auf die FZ -Ebene = M.R. 
cos a, eben so zeigen sich die Momente der einzelnen Mas- 
sen m uti m^ fär dieselbe Coordinatenebene gleich mq cos a, 
miQi cos tti u. s. w. Auf gleiche Weise ergeben sich die 
Momente der Massen If, m, mi, m2 u* s. w. für die beiden an- 
deren Coordinatenebenen. — Man erhält also die Gleichungen 
JfAcosa=:ifi^cosa-f'^i^iCOSax +^2C^2C0Sa2 + etc. ) 
MB cos b:ss: mg cos ß -^^ miQi cos fii-^-mzQzOOsßz '\' ^^' 1 (1) 
MRcoscts=imgcoS)^ + migi cos /i -)- ^ Ps cos ;^2 4*c^c. ) 
welche nach S, 88 zeigen, dass die aus Kräften, welche auf 
den gemeinschaftlichen kngriffspunct nach * Richtungen der 
Linien qqi q^ u. s. w. wirken und den Producten mg, mi gi^ m2 pz 
u. s. w. proportional sind, zusammengesetzte Kraft dem Product 
Jlf.£ proportional sei; dass sich folglich diese Kräfte unter ein- 
ander im Gleichgewicht befinden wenn ihr Angriffspunct mit 
dem Schwerpuncte S der Massen m nii m^ u. s. w. zusam- 
menMt, weil alsdann A = o ist — Sind die Massen f» uti m^ 
u. s. w. einander gleich, so müssen sich jene Kräfte wie die 
Abstände g gi g2 dieser Massen von dem gemeinschaftlichen 
Schwerpuncte S verhalten, wenn sie an diesem Angriffspuncte 
unter einander im Gleichgewicht sein sollen. Da sich die dr^i 
Kräfte P Q S ejn Puncte Ä (Fig. 40] im Gleichgewicht befin- 
den wenn sie den Seiten AP, AQ und der Diagonale AR des 
Parallelogrammes APQR proportional angenommen werden, so 
ist A der Schwerpunct dreier gleicher Massen in den Punc- 
ten P Q und 5, wofür AS =: AR gedacht wird. Auch ist 
A der Schwerpunct des Dreiecks PQS. — (Vgl $. 186.) 

Erhebt man die Gleichungen 1] ins Quadrat, um sie als- 
dann zusammen zu addiren, so entsteht wegen der obigen 
geometrischen Relationen die Gleichung 

HP.R^ = nfig^ + Wi*Pi^ + »»2«(>2* + etc. _ 

+ 2mmi ggi cos ggi -|- 2mm2 ggz cos gg2 -f" 

+ 2ffti III2 f 1 p2 cos ^f 2 + etc. 
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setzt man hierin Zqqi cös qqi =s: ^« -f- p^» — r* 

2qQ2 cos 002 = (>* + (>2* — Ti» 
2^1 P2 cos ()i(>2= (>1*+ ^2* — r2* 

• u. s. w. 
so verwandeln sich die Gleichungen in 

Ä2Ä2=»,2(>« + iWx2pi«+m22^2*+ ctc. + mm^ (p2-(-pi2— r2) 
+ mm2 (p« + P2' — ri «) + 1»! ma (^1 » +^2* — r2«) + etc. 
welche auch in der Form 
Ä«Ä2 = m(^2(m+»»i+m2+...)+mi()i«(m + mi+m2 + ...) 
+ ^2(>2^ (m + 1»! -f- »»2 +...) + etc. — mmi r^ — mm2ri^ 
— i»! m2 r2^ -^ etc. 
oder 

Jtf2fi2 = M.2(mg^) — 2:(iiwiiir«) ' (2) 

geschrieben werden fcann^ wo das Zeichen 2^ die Summation 
aller Glieder von der hinter ihm stehenden Form fordert, die 
sich auf die sUmmtlichen Massen m m^ m2 u. s. w. beziehen. 

Nimmt man in 2) den Werth von R so wie von 2{nnnir^) 
als unveränderlich an, so wird auch 2(mg'^) constant. Wenn 
also ein System mehrer Massen m mi m2 u. s. w. die ihre 
gegenseitige Lage nicht ändern, in eine beliebige jedoch sol- 
che Bewegung geräth, dass der Abstand des Schwerpuncts des 
ganzen System;? von einem gegebenen Puncto unterändert bleibt, 
so ist auch die Summe der Producte der einzelnen Hassen in 
d^s Quadrat des Abstandes ihrer Schwerpuncte von diesem 
gegebenen Puncto eine unveränderliche Grösse. . 

Auch zeigt sich, dass in solchem Massensystem von un- 
veränderlicher Gestalt, in welchem also 2{mfnir^) constant ist, 
der Werth von 2'(mp2) ein Minimum werde, wenn fi = ö ist, 
d. h. wenn man den Punct mit dem Schwerpuncte S des 
Systems zusammenfallen lässt: Es ist also eine Eigensoiiaft des 
Schwerpuncts eines solchen Systems, dass die Sunt' me der 
Pro'ducte der Massen in die Quadrate <ter Ab-^ 
stände i'hrerSchwerpuncte von demSchwefpuhcte 
des ganzen Systems ein Minimum Hi. 

Vom Schwdrpuncte der Linien. 

§.207. 
Bezeichnet L die l4äQge eiuer materiellen Linie, ds einen 
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Elementartbeil derselben , also dass /<i9 = Zr ist, wenn das 
Integral zwischen den, den Endpuncten der Dinia entsprechen- 
den Grenzen genommen ist, so hat man zur Bestimmung der 
Coordinaten des Schwerpuncts der Linie, nach der- Bemerkung 
im §. 205, in den F^o-m^ln daselbi^ d$ an die S|.ßj[Ie von (i(K zu 
setzen, und man. bekommt 

Hier ist ds = yf[dx^ + dy« + d»«) = (to ^1 -f f^H- O^ ^ 



dxj 

du di 
Die Werthe der Differential - Coefficienten -^ , .-^ sind 

aus den beiden Gteichungen der Linie zu bestimmen, und in 
die vorstehenden Formeln zu setzen. 

Ist die Linie, deren ScWerpunct gesucht wird, eine ebene 
Curve, so vereinfachen sich die Formeln, wenn man eine Co- 
ordinatenebene z. B« YOX in der Ebene der Curve annimmt. 
Man hat jetz.t nur die beiden Coordinaten xi pi des Schwer- 
puncts zu bestimm^, die dritte z] ist =: o, also entsteht 

^1 = — r"> yi = "T"» 



wenn L = (ds, und & = V' (^^^ + 4^^) = dir /^l + f ^^Y 



oder cb ;= dy A^^l + f — ^ gesetzt wird, je nachdem y 

als Function von o;, oder x als Function von y angenommen 

ist. Der Differeiitial-Coefficient ^ oder -— ist aus der geffe- 

benen Gleichung der Curve zu berechnen. Einige Beispiele 
mögen zur Erläuterung dienen. 

J «. 208. ■ ■ ■ ^ 

Schwerpunct eine« parabolischen Bogens. Ist 

A (Fig. 105) der Scheitel der Parabel, also y^ = px die Glei- 

dx 2y 
chung fierselbei^, mitbin. --4- = ^ so^ hat man df «=» 

- , dy .p/ - ; ^ ; " 
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Der Bogen AM =^ L, dessen Endpuncte den Ordinaten y 
= o und y = PM = b entsprechen, wird nach dieser For- 
mel gefunden, wenn man darin erst y = ö, dann y=b setzt 
und die dadurch hervortretenden Wertho des », den ersten 
von dem zweiten subtrahirt. Hiernach ist 

oder, wenn AP =i a als gegeben erscheint, da b^ .3= pa also 
p = — ist, durch Substitution dieses Werfhes von p. 

Ferner i»l/»*=/».*V"(l+&Vj/!''*>r(l+^)**) 

•) Man setze — = », also <iy = -r- so wird «fr == Jprf»K(l+»^J. 
Nan i»t /A »/-(l +.«) = , f(l + .«) -fy^~^ «her auch 

, . r dt r' i'd» 

/& /(l + .«) = i, V"(l + ,«j + ify^^y 

= log (. + Y{i +»')); folglich eoistebt T fl f » J 

» = if» K(l + »') + iP log (. + n» + »')) 

•*) Denn setzt man — = » so wird fxds = ^/»2 ife )A(1 + »2). 

Es ist aber /i«4li:K(l +»*) = i» K(l + »«)» -r- ;J/il» /(l + »«)»= 
J » /(l + *«)» - J/ifc /(l -1- ,«) -^ J/»« rf, 1^(1 + ,«) folglich 
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Wird dieses Integral ebehfaQs zwischen den Grenzen y =d 

und y = 6 d. h. für den ganzen Bogen AM genommen , und 

52 
setzt man zugleich p = —, so bekommt man, nach einfacher 

Zusammenziehung 

62. o» * \ 6 / ^ ' 

Wird dieser Ausdruck (2) durch den (1) dividirt, so er. 
hält man Xi, 6. h. den Abstand des Schwerpuncts des parabo- 
lischen Boffens AM von der yAxe. 

EndUch ist /yds = /j,^ V"(l + ^ = Tö >^^^ + ^^ * 
Nimmt man dieses Integral ebenfalls zwischen den Grenzen 
y = und y = 6 so entstejht, nachdem auch p s= — gesetzt ist 

Oividirt man diesen. Ausdruck (3) durch (1) so entsteht ^i d. h. 

der Abstand des Schwerpuncts des parabolischen Bogensiiiüf 

von der a;Axe. 

§. 209. 

Schwerpunct eines cykloidischen Bogens. Die 
Cykloide ÄMK (Fig. 1U6) wird von einem Puncto A des Um- 
fangs eines Kreises AB beschrieben, während dieser auf einer 
geraden Linie BK rollt. Ist auf diese Weise der Erzeugungs- 
kreis aus der Lage AB in die FE gelangt, indem sich der 
Durchmesser BA um den Winkel EDG = (p drehte, so ist 
der WÄlzungsbogen EG = BE und der Punct A, welcher in 
der Zeit nach M gekommen ist, hat den cykloidischen Bogen 
MA beschrieben. Die Cykloide erstreckt sich auf beiden Sei- 
ten des Puncts B über eine Länge = BK welche d^m halr 

t/»«rf* V({ +"»«) = i* /(l + »«)» - i/ifo f (l + *«),. mithin 

fiu, K(i;+0 ==f /{i + *T'- iß^Vii + »*) =-| /(«■+*T 

— 4 /(i + »') — s % (» + Vi^ + *•))• S«*«l man för » seioeii 
Werth — und muhiplicirt mit -r- so findet itth' das obige Integral 



ben Umfang des Eraeufungtsfareises AB gl^ichkonitot Wird 
dessen iUidius =z r gesetzt, sa ist BK =z m: . 

Zur i^^bl^itung der Gleichung der Cykloide, sei der Schei- 
tel A der Anfangspunct der Coordinaten, AX die Abscissen- 
axe, AY die Ordinatenaxe. Die Coordinateii eines PurtW« Jf 
der Cykloide smd demnach AP =: Xy PH = y. Die letater^ 
besteht aus den beiden Theilen PQ, QU^ und da PQ = BE 
= EG = r.ffy und( QM^ = FQ.QE ibt^ so hat man y = 

rq> + v^(2ra?.— :<?2); ausserdem ist cos ^ r= J(^ ::=: -: , 

DM r 

oder (p zzz arc (cos = — j. Die fileiobiing der Cycloidie 

ist lllernach y :== r.arc (cos = — — ) + y/^(2rx— x^) (1). 

A«s ihr findet sieh -f i= /^( — n ^ ) 

dx \ X ^ 

mithinistrfj=:(teV^(l+$yrz ^"^(2^ . ^, also«=2^(2ra;). 

dx^ ^ ^ ' y/x 

! Wii^d dieses Integral Ton o; = o. bis o? sx 2r genommen, 

so bekommt man den ganzen Bogen AMK = X, also 

L = 4r; (2) 

der Bogen ilüf hingegen, welcher sich über die Abscisse AP 

= X erstreckt ist s =z iy/^(2rx). (3) 

Zur Beslimmung der Coordinaten des Schwerpuncts a?i yi 

^ f^xdx 
sind {xds und /yds zu berechnen. Man hat/rdf = s^rj —^r- 

= V'(2r) /<*»./"« = *a'V"(2rx), ' (4) 

und fyM = ^(2r) ^^ == V"(2r) (2y ^'W - 2/dy /•*) 

= av^l?**) (j//*« -/dirV"(2r— 0!) = 2v^(2r) (yx^a? + 
|V^(2r — a;)'). Soll dieses Integral ebenso wie das (4) mit 
aj =: verschwinden, so entsteht /y<ö =: 2v^(2r) (yy^oj 
+ lV^(2r-«)»--|>^(2r)5). (5) 

Aus den Gleichungen xi.s s=i fxdSy yi . s = /yds be- 
kommt man, nach (3), (4), (5) die Coordinaten a?i yi des Schvver- 
puncis des cykloidischen Bogens AM, nämlich 

v^(2r — x)^ 
xi = ^x, undy, =y ^ |X-1__I- _ 




287 

Will man die Coordiuaten des Sc^werpivicls deS; glän- 
zen cykloidischen BogQns AMK fiab^a, ßo ist in diesen Wer- 
then a? = 2r und y = m zu. setzen. Dadurch findet man 

Xi == |r und yi = r» — 4r 
'd. h« fie Abstände des Schwerpuncts des Bogens AMK von 
den Axen siF und AX sind rz^^r und = rn — |r, fölglkh 
sind dib Abstäted^ dieses Scfaw«rpiincts von der Linie- BÜ und 
4em duvdtk K auf BK eirichteten Pefpendikd ' einander gfleicta^ 
jeder = |r. Nimmt man also Ba ±z Kb ^=i ^r zii: f ilß und 
wird da* Rechteck Bbac construiri, so ist o der Schwefpunct 
des cykl. Bog^ens AMK: 

§. 210, 

tiegt die ebene Curve, deren Schwerpunct gesucht wird, 
gegen eine gerade Linie symmetrisch , so befindet sicK der 
Schwerpunct auf dieser geraden Linie. Nimmt man also diese 
als Abscissenaxe an, so wird yi = o und man hat als Ab- 
stand des iSbhwerpuncts vom Änfangspuncte , auf der Abscis- 
senaxe gemessen 

fxds 

Es liegt z.B. der Schwerpunct des Kreisbogens ACE (Fig, 
95) auf der Linie MC, welche den Bogen in zwei symmetri- 
sche Theile theilt, und zwar in einem Abstände vondemCen-r 
tro M des Bogens, welcher durch die vorstehende Formel aus- 
gedrückt wird. Da hier x'^ z^ r* — y^ ist,^ wenn r den Rar 

dx y j 
dius des Bogens bezeichnet, so hat maii -^r = , tind 

rf. = c^, ^(1 -1- |!) ^ e/y V (^^) =^% "^"hin 

xd» = r%y also fxds z^z ry, welche^ Integral für den gai)4^n 

Bogen AE den Werth = r.AQE liefert. Hiernach ist Xi = 

r. Sehne ^£ ,,*,,., . i;.i 

;::: , . , , ? .,,i — ^, wiBlchejr Ausdruck mit dem im §.191 ge-^ 
L 

fundenen überein^tiipmt. , Für den Halbkreis wir^ AE = 2r, 

L =5 r», folg lioh ist der Abjitönd:de& gtohwerpwcts d^$ hal- 

2r • 

ben Umfangs vom Mittelpuncte = — '. . 
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Inhaltsberechnung von Rotationsflächen nach 

Guldinus Regel 

§. 211. 

Die Curve AB (Fig. 107) sei mit einer in ihrer Ebene ge- 
zogenen geraden Linie OX so verbunden, dass sie um diase wie 
um ^ine Axe gedreht werden kann. Durch diese Umdrehung 
beschreibt die Curve ÄBy die nur auf einer Seile vonOX Ite*- 
gen darf, eine krumme Oberfläche , deren Berechnung folgen-*- 
dermaassen angestellt wird. 

Wäre der Bogen BC eine gerade Linie, so würde er bei 
der Umdrehung, die Oberfläche eines abgekürzten Kegels be-* 
schreiben, die nach der Formel 

(BD + CEj BC . n 
berechnet wird. Nimmt man nun BC unendlich klein, so sind 
BD und CEy so wie der Bogen BC und die Sehne BC als 
von einander nicht verschieden anzusehen ^}. Bezeichnet also 
ds ein Element des, Bogens ABy y dessen Abstand von der 
Axe OXj so ist das Element der durch Axendrehung yon AB 
erzeugten Fläche 

dF = 2yn . d$, 
mithin die ganze Fläche F=ztn /yds. Es sei S der Schwer- 
punct des Bogens AB^ und 8Ü = yi, ilß = L, so hat man 
auch (S. 207) 

i-yi = /y* 
demnach entsteht F == 2n .^i .£, d. h. die durch Axen- 
drehung einer Curve AB um die Axe OX erzeugte 
Oberfläche wird gefunden, wenn man die Länge 
der Curve AB mit dem Umfange des Kreises multi- 
plicirt, den der Schwerpunct des Bogens wäh- 
rend der Umdrehung beschreibt. 

Diese von Guldinus ^) angegebene Regel kann in den Fäl- 
len , wo der Schwerpunct 8 ohne weitere Rechnung bekannt 



\) Der Unterschied zwischen BD and CE ist ein UnendlicbMeines des 
ersten j und der zwischen Bogen and Sehne ein Unendiichkleines der 
dritten Ordnung. 

2) Pauli Guldini Sancto-Gallensis e societate Jesu de centro 
graTitatis, über secundus. De osa centri gratilatis binarum specie- 
rum quanlitatis continuae; siTe de compositione et resolutione potesta- 
tum rotundarum Viennae Aui|triae M.DCXL. 
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ist, zur Bestimmung^ der Oberflächen mit Vortheil angewandt 
werden. 

Wird z. B, ein Kreis, dessen Radius = r ist, um eine 
in seiner Ebene liegendeAxe gedreht, von welcher das Cen- 
trum des Kreises den Abstand = ß hat, so ist die Oberr 
fläche der dadurch erzeugten ringförmigen Röhre 
= 2Rn . 2rn =z iR.r.n\ 

Auf gleiche Weise findet sich die Oberfläche der Kugel, 
welche durch Axendrehung des Halbkreises um dessen Durch- 
messer erzeugt wird. Denn da der Abstand des Schwerpuncts 

2r 

des halben Umfangs vom Durchmesser = — ist, so hat man 

n 
die Kugeloberfläche 

« 2r 
= ryi . ». — . . n = 4r*n. 
n 

Eben so ist die durch Umdrehung des cykloidischen Ro- 
gens iiJlf/ir(Fig. 106) um die Axe AB erzeugte Pteche = Bo- 
gen AMI( X 2ac7j =r 4r . 2(rn — ^r) n. Wird dagegen 
der Bogen AMK um die Axe BK gedrphf , sp ist die dadurch 
erzeugte Oberfläche 

= Bogen AUK X 2 . bcn 
= 4r.2.^r.yr = ^r^n. 

Yoai Scbwerpunote der Elächeo. 
$. 212. 
Die allgemeinen Formeln zur Bestimmung* der Schwer- 
puncte (§. 205) gehen in die zur Bestimmung des Schweiz 
puncts einer gegebenen Fläche über , wenn' statt ded dortigen 
dV das Flächenelement dF gesetzt wird, indem man unter F 
die Fläche versteht, welche durch eine Gleichung unter den 
rechtwinkligen Coordinaten x y ;s gegeben sein muss, die 
wir in der Gestalt » z=:.f(xy y) annehmen» Jttanhat also, unr 
ter wi pi »i die Coordinaten des Schweirputtcts der Bläcbe^ oe 
y % die Coordinaten irgend eines Elements der Fläche ¥er<* 
standen, 

IxdF fydF _ ßdF 

Ulrieh. Lckrb. a. Mecii. 19 
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Dasi Element der Fläche wird nach der Formel 
dF z=z dx.dy y/ [l + p« + q^) 

^.,„».. „. , = * ..a , = I .e p.n«.. D.e.„- 

tial - Coefßcienten von as nach o?; und von « nach y aus der 
Gleichung der Flfiche beseichnen *). 



*) Es sei wie oben s c= f{x, y) die Gleichung der krummen Ober- 
fläche, und u =: a -^ bs '^ ci die Gleichung einer Ebene, deren ein- 
zelnen Puneien die laufenden Goordinaten « in der Riehtaog der «Aie, 
i in der Richtitng der y Axe , u in der Richtung der * Axe zugehören. 
Sollen die Oberflfiche und diese Ebene einen Punct [x, y, s) mit einan- 
der geroein haben, so muss s sb= a -^^ hx '^ 9y sei». Der ünlerschie«! 
der Perpendikel für die krumme Oberflache und die Ebene, die dem 
Puncte o; -^ t, y -|~ ^ zugehören, ist 

D = ri* + 1. y + «)-(« + M«^ + i) + c{y + o)) = 

+ 1:2 Ä^*'.+ 1^'' + 172^7 '" + '*'• 
oder weil ^(«, n) — (a + 6a? + cy) = ist, 



* = ^- *)* + (!-'')'' + 



etc. 



Dieser Unterschied wird für hinreichend kleine Werthe der Aenderun- 

gen t und o am geringsten, wenn die Glieder der ersten Dimension 

db d» 

Yerschwinden d. h. wenn "T = b, und -p = e ist Die Ebene , wel- 
dx dy 

che dieser Bediogung entspricht, ist die Barähruagsebeue. Die Glei- 
chung der Berührungsebene wird demnach 
di di 

in wcleher «, I und m die laafenden Goordinaten bezeichnen. Setzt man 

d» dt 

wie oben -r^ = f , t) = 9» so ist diese Gleichung 

I* ~ » = p (* — a:) + y (< — y). 
Es seien die Gleichungen der Normale d. h. des Perpendikels auf 
«der Berührungsebene im ßerührungspuncte, s = <t ti -}~ ^ und t=^ au 
-f^ b'. Da die Darchschniltslinie der Betührungsebene mit der x9 Ebene 
vecbtwinktig gegen dM Projeclion der Normale auf der xt Ebene liegt, 
so ainssen 4ie GUichii^gen 

u — » = p (* — a?) — qy und « = au -4- b oder 
1 b 

II = -—.« — — 
a a 

zu zwei geraden Linien gehören , die auf einander rechtwinklig stehen. 
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f. 2r3. 

Nach der vorstehenden Formel findet man den Schwer- 
punct des achten Theils der KngeMfiche folgendermaftssen. 
Man nehme den Mittelpunct zum Anfangspiinct^ der recht- 
winkligen Coordinaten AX, AY, AZ und setze den Radius 
döi* Kugel esa r, so ist aj* + y^ -f- »» r= r» die Glei- 

ctang der Kugeloberfläche. Sie giebt p = 1^ ' =. - ^, 9^ 
= -; daher ist dF = dx.dy ■/"(! + p* + ?'') = r.-^^ 



Integrirt man diesen Ausdruck erst nach x, indem inan y 

constaBt setzt^ d. L wird das Integral fiir einen, der XZ Ebene 

parallelen Durchschnitt DBC (Fig. 108) genommen, in welchem 

die äussersten Werthe des x, x=:o und x z=z a=:\ ' [r^—y^] 

/> dx iXk 

sind, so hat man rdy j . ^ — gr = rdy aro (si^=-|, also 

. • '1 • • • 
Also iaitp. |r l == oder « csn — p.. Auf . ^leijphe Weise erg|iebt 

%ithi aus ähnlicher BetcachtaDg för die y% Ebene die. Bedingung 

Shid ferner JT, FZ die Winket^ welche die Normale «Et den drei 

Coordinatenaxen einschtieasl, ;aa hak mail 

<»: ■ • -P . . .. ■ 

<^o« ^— 1^(1 +a^ + ««) = 1^(1 +p2+^, 

1 1 

Bs sei endlich «f/^ ein Element der krummen OherOäch«, also dxdy 
2S M deaMb Projeclien auf dilr a^ Ebene, so ergEeht sich ta ans AF, 
wenn unan dieate mit dem CosinviB ^a Neignvgsiwiiikiela Ton id^F g()^n 
die a^ Ebene multiplicirt. Dieser Neigungswinkel. ist aber d^m Winkpl 
zwiachen der Normale und der sAxe gleich, == Z^ Man hat also 
dF. cos tt = ta =: dx.dy folglich 

dF = dx.dy Vi^ + P^ + 9^) 
wie im Text angegeben ist. 

19* 



zwischen diesen Grenzen x:=i o und x = a^ dF ^=: r.dy.^n, 
un4 >f enn nun zweitens nach y zwischen den Grenzen y = o 
unid y =:: r integrirt wird, so bekommt man den achten Theil 
der Kugeloberfläcbe XYZ 

; Es sind feiner fxdF, JydF, f%dF zu berechnen. Zunächst 

r^ xdx du 
ist fxdF = r I , ^ — ^ — -. oder wenn wieder V^fr^—y*) 
*/ V^(r* — x^ — y^Y 

p a gesetzt, und nach x integrirt wird, so hat man JxdF = 

und zwischen den Grenzen ^ = o, jr = a wird dieses Inte- 
gral = a, also hat man fxdF = r fady = rjdy V[r^ — y'^ 

= r(- y^{r2— y2) ^ ^ arc (sin -)), welches Integral zwi- 
sehen den Grenzen y = o und y = r genommen X] F = 
— .^7? = ^r'yr giebt. Demnach ist x^ = ^r. Eben so 

findet sich aus /yrfF, y^ •=. \r. 

Endlich ist J%dF = rfdxdy^ diesesf nach ar zwischen den 
Grenzen x =i o und jp = a integrirt giebt /»cfF = r/<%.a 
= rfdy y/^[r^ — y*), welches zwischen den Grenzten y ^=^ o 
und y = r ebenfalls «iF = ^r^i^, mithin »i = ^r liefert. 
Der Abstand des Schwerpuncts des achten Theils der Kugel- 
oberfläcbe XYZ von de» drei rechtwinkligen Qoordinatenebe- 
nen ist hiemach = -^r^ woraus folgt dass djer, Abstand des 
Schwerpuncts der halben Kugeloberfläche von deren Grund- 
fläche = ^ r sei, welches mit $.199 übereinstimmt. 

Schiyerpunct der QotatioinsfläeheD. 

J. 214. 
. Für die Oberflächen, welche durch Axendrehung einer Li- 
nie erzeugt sind, vereinfachen sich die Formeln des %. 212 
indem die dortigen doppelten Integrale auf einfache zurück- 
geführt werden können. 

Die Curve BC (Fig. 109) erzeuge, indem sie um die Axe 
AX gedreht wird, eine krumme Oberfläche. Jeder Punct M 
derselben beschreibt also einen Kreis mit dem Radius PM=- y, 
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und das dem Puncte M anliegende Bogenelemeni ds beschreibt 
eine Zone^ deren Fläche :::= 2ffn ds ist. Demnach ist die ganze 
von BMC erzeugte Fläche F = 2n/ffd9. Ihr Schwerpunct 
l|egt.anf der Axe ÄX. Bezeichnet also xi dessen Abstand 
Vt)n der Ebene YÄZ, so hat man F.xi = infxyds. Hier ist 
ds = y/^[dx^ 4" ^% ^^^ ^^^ Erzeugungscurve BCwird durch 
eine Gleichung zwischen x und y als gegeben vorausgesetzt. 
Kommt die ganze von BC beschriebene Oberfläche in Betracht, 
so sind die Integrale zwischen den Grenzen x ::=. o und x 
= AC zu nehmen; handelt es sich aber um eine Zone^ die 
von einem Theil des Bogens BC erzeugt ist, so sind die den 
Grenzen dieses Bogens zugehörigen Werthe von x als Gren- 
zen der Integrale zu betrachten. 

$. 215. 

Die Erzeugungscurve BC sei ein Kreis, dessen Radius 

= r ist, so ist die Gleichung derselben y* 4" ^* = »"^ also 

dg X rdx 

-^ = , mithin ds z= , folglich wird F = 2nr . /dx 

dx ff\ ;, y .. 

= 2r!n.x=:deT Fläche einer Zone, deren Höhe x ist ; also 

die halbe Kugeloberfläche, für welche x z^ r zu setzen, er-- 

giebtsich = 2r^n. Femer ist Fxi = in/xyds = Zm/xdx 

=r rn.x^Jür eine Zone deren Höhe = at ist, und Fxi = 

r^n für die halbe Kugeloberfläche. 

m . x^ 
Hieraus folgt xi = = ^j; für den Abstand des 

2rn X . . » 

Schwerpuncts einer Zone, deren eine Grundfläche in der Ebene 
ZAT liegt, von dieser Grundfläche; für jede andere Zone de- 
ren Grenzen den Werthen x z=z a und x =2 b entsprecben, 

hat man x^ i^ t— ^rr r = — tt— 

d. h. ihr Schwerpunct liegt in der halben Höhe der Zone. 

Für die halbe Kugeloberfläche hat nian jti = --5 — =2 Jr; 

ihr Schwerpunct liegt also in .der Entfernung = |r von ih* 
rer Grundfläche. 

§. 216. 
Ist die Erzeugungscurve CB eine Parabel, deren Schein 
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tel C in der Drehaxe AX liegt^ »oi st die Gleichung zwischen 

dt^n Coordinaten CP =^ x, PMyc=. y bekanntlich y^ z=z px^ in 

wekfaer, wenn CA =z a, AB z= b angenommen wird^ der Pa- 

fc* <h P t/iv\ 

rameter p z= — ist. Man hat hier -— =^ = 4/^1—1; 
a dx ty ^ \x/ 

ferner ds = ^^V^Cl+ t^) = "ö-7*~V^(*^ + P)> mithin 

JNimmt man dieses Integral zwischen den Grenaen xtsio und 

a; = a,. und setzt zugleich p =: — ^ so bekommt man die 

a 

ganze Oberfläche des ;parabQlischen Conoids 

^=*-^ (V74a» + 6»)5 - 65). (1) 

Der Schwerpunct dieser Oberfläche liegt auf der Axe CA\ 
I^ezeichnet x^ deas^n Abstand. vojoi Scheitel C^ so hat man 
F.x^=L infxyds e=: .n.y/^{p)fxdxy/ (ix-^ p). 
Durch partielles Integriren, findet man hieraus 

Wird dieses. Integral zwischen den Grenzen x = o und 

X = a genommen, und p rit — gesetzt, so bekommt man 

a 

^•^1 = eTT^i^^*^' "•" *'^' ^^'*' ~ *'^ + *'}• ^^^ 

Dividirt man endlich die Formel (2) durch (1), so stellt 
sich der Werth von xi dar. 

Benutzung der Polar- GoordinateD. 
«. 217. 
Zur Erleichterung der Integration ist es zuweilen vor- 
theilhaft, statt der, rechtwinkligen Coordinaten, Polajr-Goordi- 
naten zu Grunde zu legen. — Für einen Punct M der Ober- 
fläche (Flg. 110) mögen die ersteren Coordinaten AP = x 
PQ =z y^ QM = », dagegen die letzteren AM :=: r, Winkel 
MAX = 6y und der Neigungswinkel der Ebene AMX gegen 
die Ebene YAX^ nämlich MPQ ;= ^ sein. In dem rechtwink- 
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Kgen Dreieck MPA ist AP ss x m: AM. eos 6 w^ r cos B^ 
ferner MF = r . sin d ; in dem rechtwinkligen Dreieck MPQ 
ist PQ = PM. cos yj, QM = PM sin ^. Hiemack sind dit 
recktwinkligen Coordinatea durch die Pokir-Coordinaten« ver- 
mittelst der Gleichungen 

2; = r cos 
y = r. sin 6 cos tf/ 
s = r. sin $ sin yj 
dargestellt. 

Geht der Winkel MAX = 6 in den Winkel MAX = » 
-|- dö, und der Neigungswinkel MPQ =?= i/; in M'PQ = ^ -j- 
rfi^ über, so beschreibt der Bogen MN = r.d», Ehrend die 
Ebene NAX in die Lage N'AX tritt, die Fläche MNM'N' = 
dF, deren Grösse gefunden wird, wenn man den Bogen MN 
i^it dem von desseiv Schwerpunct gleitßh^eitig b^sc^riebepieii 
Bogen, welcher, da MN unendlich klein ist, = MP.d^ = r. 
sin Odtf) zu setzen, muUiplicirt. Hiernach ist das Differential 
der Oberfläche 

dF = r.« sin ß.dB.dip 
und die Ausdrücke des §.212 verwandeln sich in 
F. xi = /r.5 sin Ö.cos O.dO.dw 
F. yi = /r.5 sin ö.*cos yj.d^.dxp 
F, »1 = /r 5 si« a.^siii p.dS.dp. 
Bei Umdrehungsflächen ist r als Function von gegeben. 
Man integrirt erst nach dann nach Vs oder in umgekehrter 
Ordnung^ jedesmal zwischen den Grenzwerthen dieser Winkel. 
Will man die Folar-Coordinaten des gchwerpuncts ri 61 p^ 
haben, so geben die Gleichungen 

Xi = Tj cos 61 s=2 A 

yi = ri sin $1 cos ^4 = B 
»2 = ''i sin Bi siy^ ^^ = C 
in welchen A, ß, C bekannt sind,.ri = v^(i4* + fi* + C^), 

cos Öj = -, taug t^i = -5, . 

§. 218. 
Als Anwendung dieser Formeln diene das Stück einer Ku- 
gel-Zone, deren Parallelkreise den Grenzwerthen 6 = ir, d = 
ß^ und deren Meridiankreise den Grenzwerthen ?//;:=: A und 



ip :s=: ./ii entsprechen. Hier ist r constant, man hat dahar 

F = »-y ^'^sin 6 doj '^ dip==r^ (cos a — cos ß) . (/*— A) (1). 

Ist /i — A = 27r, so bezeichnet F die Fläche der ganzen Zone, 
deren Höbe ä = r (cos a — cos ß) ist Der Ausdruck für die- 
selbe wird hiemach = r.Ä.27r, welcher mit der bekannten 
Formel übereinstimmt. 
Ferner ist 

Fx, =.rf^mecosedef;dyj=r^(p^l^^(,.-X), (2) 

.(sin /ii — sin ;) und (3) 

„ ' /"^ . ^. .^A . . Jß-a sin2/?-sin2a\ 

.(cos X — cos, /«), (4) 

bei welchen Integrationen zu berücksichtigen / dass / sin 6^ dB 
sin ö cos ö , d . . .. 

2 ^ .;2, ., • 

Dividirt man die Forpieln (2) (3) (4) durch (1) , so erhält 
man die Coordiofiten x^^ Vi H dQS in Frage stehenden Theils 

der Kugelzone. Jetzt man Jl «= o, /^ = — , « = o, ^ij = - 
i 2 2 

so geht dieser Theil der Zone in den achten Theil der Ku- 
gelpberfläche über, für Welchen nach (1) F = \r^n\ nach 
(2), (3) und (4) F.i^ *= F.yi = P.Zi = ir^n, also x^ == 
j^^ = i5i = 4 r werden wie §. 213 gezeigt worden. 

Hiernach finden sich die Polar-Coordinaten r^ Bi ^^ des 
Schwerpuncts vom achten Theil der Kugeloberfläche aus den 
Gleichungen ri cos öi === ^r 

ri sin öi cos ^1 = ^ r 

ri sin 92 sin t//i = Jr, 
f* 1 

welcher »"i = y V"^» *'*"' *i = "/^ ' '""? n = 1 > «Js» 

n = ly^S, ßi = 540 44' 8", Vi = 450 liefern. 

Schwerpunct ebener Flächen! 
§. 219. 
' Ist die Fläche, deren Schwerpunct gesucht wird, eben. 
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$0 werden die Gleichungen des §. 212 noch einfachen Es 
ist nun » = o, wenn jene Fläche zur xy Ebene angenommen 
wird, mithin auch p = o^ 9 = 0, und man hat dF z=:^dx.dy^ 

also xi = , , ^. y , Vi = r^ ^^ ^ als die Coordinaten des . 
^ fdxdy ' ^ fdxdy 

Schwerpuncts der Fläche. Die Integrale sind zwischen den 
Werthen von x und y zu nehmen, die den Grenzen der Flä- 
che entsprechen. 

Liegt die in Frage stehende Fläche zwischen den beiden 
Curvcn AB, CD (Fig. IH), deren jede durch eine Gleichung 
gegeben. ist, und den Endordinatenstücken AC, BD, so be* 
zeichne man die zu CD gehörigen Ordinaten durch y, die zu 
AB gehörigen durch y, die Fläche ABCD durch F. Man hat 
nun, wenn OE = «, OF t= /? gesetzt wird, 

F^ r\-y') dx 

ffi!,-ff)xdx //(y^-y^) dx 
und xi = p y Vi = ^ — 'jßi 

Liegt die Fläche zwischen CD, der Abscissenaxe EF und 
den Endordinaten EC, FD, also dass ECDF = F und F==^ ydx 

Ja xydx Ja y^dx 

wird, so ist Xi = j; , und yi =i — j — . 

Diese Formeln mögen In einigen Beispielen angewandt werden. 

§• 220. 
L Kreis- Segment ACBDA. Die Gleichung des Krei-^ 
ses, auf den Mittelpunct M (Fig. 112) bezogen, ist y« + j?2 = 
r«, folglich hat- man /ydx ^ fdx v^(r*— a?») == J a? V' (»•*— ^*) 
+ ^r* arc (sin = — ). Dieses Integral zwischen den Grenzen 
X = und X = ME genommen, giebt die Fläche MPBE = 
\ME.MD,+ ir^ arc (sin = — ), also di« Fläche CDS = 

\ r.» arc (sin = — ) — \ME.MD, mithin die Fläche des Seg- 
ments ACBDA 

DU 
F=r^arc (sin = — ) - DB. MD. (1) 
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Der Schwerpunct des Segments ACBDÄ liegt auf MC, 
sem Abstand von M sei = jfi, so ist Fkfi =^ ^/y^^ — 

^ fy 2 rf^. Das erste Integral ist = \ /(r« — ät«) d:»; = ^ (r. » a? — ^) 

welches Integral zwischen den Grenzen x r=t — DB und x 
^^ + DB genommen, das Moment der Fläche KACBE = 

DB^ 

r^DB ^- liefert. Subtrahirt man hiervon das zweite In- 

MD 

tegral nämlich das Moment von KÄBE = 2. DB. MD,-— = 

• 2 

DB.MD^ = DB.iT^ — DßO) = r*DB — DB*, so kommt das 

Moment des Segments 

F.yi>^iDBi=^^ÄB>. (2) 

Dividirt man (2) durch (1), so ergiebl sich wie §. 193 

. _ A^ \ 

Vi - — p-.. V 

Verwandelt sich das Segment in de« Halbkreis, so wird 

vlfi = 2r, F = Är^yj, und es wird yi = |— , welches mit 

%. 192 übereinstimmt. 

n. Parabolische Fläche APM (Fig. 105). Ist der 
Scheitel il der Parabel AM der Anfangsgunct, so hat man y^ 

== px als Gleichung der Parabel, in welcher p = — ist, wenn 

ilP = a, PJf = 6 gesetzt wird. Die Fläche APM = F ist 
=z fydx =^ y/^pfx^dx = §V"P-*^> wenn das Integral zwi- 
schen X =i o und jc :±= a genommen wird. Man hat also 

F=|a^H=l«6- (1) 

Femer ist fyxdx = ^/^[p)fxidx «= ^^p*x^ und 

Werden diese Integrale zwischen j? = o und a? = a ge- 
nommen, so geben sie « 

und F.yi = — = — , 

folglich sind die Coordinaten des Schwerpuncts der paraboli- 
schen Fläche APM^ nämlich x^ = | a, und yi = | . b. 
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m. Elliptische Fläche ABC (Fig. 113). Die Glei- 
chung der Ellipse auf den Mittelpunct A bezogen ist, wenn 
die halben Axen AB s:^ a^ AC = h gesetzt werden , n^ y^ 
+ 62 ^2 _ g% ja. Demnach wird die Fläche ABC = F = 

fydx = ~jüx V^(a2 — AT«) = — (J jc v^(a« — *«) + ^ a« 

arc (sin = — ]j, welches Integral zwischen den Grenzen xz=:o 

und X z=;: a z\k nehmen ist Also ist 

F=Jj^a.b.n (1) 

Ferner ist /aryrfjc = — /rc(fev^(a2— a?«)=— ^ V^(o2_aj2)5 
ü ou 

Werden diese Integrale zwischen den Grenzen x=.o und 

a; = a genommen, so liefern sie 

6a» ^ ^ 5»a 

fSri = — und f.yi = — (2) 

also sind die Coordinaten des Schwerpuncts der elliptischen 
Fläche ilfiC i 

a?i = |..— , und yi = |.— . 

71 7K 

IV. Hyperbolische Fläche ABPM (Fig. 114). Ist A 
der Mittelpunct der Hyperbel, AB z=: a, und die halbe zweite 
Axe = 6, so ist die Gleichung derselben a*y* — 6*aj* = — 

a« 62, also x = -^ ^f[b^ + y«). Der Ausdruck für die 
Fläche APMB ist fxdy = ^ fdy yf (6* + y«) , also hat man 

dagegen ist die Fläche BMQ = xy—Fi:::— yy/^(b^+y^ — F 

die Logarithmen sind natürliche, deren Grundzahl 6=2,7182818 
. . . ist. 

^ Ferner ist F.yi = /yxdy<= -^ /ydy yT (b^ + y^] = 
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^.— V (6^+y*)', jedoch ist dieses Integral zwischen den 
Grenzen y ss o und y = ÄP zu nehmen; es ist also 

*'*^ = m{^^^^ +y*)'-6'}- (2) 

Dividirt man die Ausdrücke (2) (3) durch den (1), so er- 
geben sich die Werthe von Xi und yi der Coordinaten des 
Schwerpuncts der hyperbolischen Fläche ABPM, 

V. Cykloidische Fläche AMKB (Fig. 106). Wird die 
Bezeichnung wie im $. 209 beibehalten, so ist jf = r arc (cos 

Der Ausdruck für die Fläche APM ist = fydx = yx — 

fxdy = ya? — fxdx f/( J =z yx — /cteV (2ra?— a?*). 

Die Integration*) dieses Ausdrucks liefert die Fläche APM = 

y-^ + ( — 5 — ) "/"(Zra? — a?2) ^ arc (cos = -^ 

Hieraus ergiebt sich die ganee cykloidische Fläche AMKB = 
F wenn man rr = 2r und jf =: m setzt. Also ist 

Fat 2rayi -- ^ = fr»fr (1) 

Bs zeigt sich zugleich die Fläche K'AKBK' = 2F = 



*) Durch partielles Integriren findet man zunichst /dSv y(2rd? — 2^) 

/'(rx — aj*) (fa? 

r x dit / ^ «dir r— (r — «i)Ai 

K(2rx-^ )=yy(«^-V)" 

y"* «irfl» «, r — ^ar 

|^(^_^«) == rarc(co»=-) - /(•*-«») s= r«io(cofss: — | 

— ^(2*« — «*]• Also bat man 
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, ■' dreimal ' $0^ gross als die Stäche des erzeugenden 

es. \ ■■' •'• \ 



Kreises. 

Zur. Bestimmung der Coordinaten Xi y^ des .Schwerpuncts der 
cyfcloidischen FlSclie sind /yxdx u. ^fy^dx zu berechnen. Man hat 

zunächst /sw<te = »5-—*/***=*-^ — i /«*<*« >K^^—^\ 
* £ Ix) 

= ^-^ — \/xdxyr{2rx — ««). 

Es ist aber a?cte v^(2ra? — x'^) = — (r — x) dxy/ (2ra? — a?*) 
-f rdxy/\2rx — x% also /xflteV i^rx—x^) = — ^y/^(2rx—x^)^ 

- "^^"^ V {^rx - o:*) + ^ arc (cos = '^^^j. 
mthin wird 

/yxdx = ^1^ + iV^(2ra?-aj2)3 + tl^) y-{2^^_ ^«) 

— 4- arc (cos = — ^)- 

Nimmt man dieses Integral zwischen den Grenzen x z=o 
und 0? = 2r oder y =z m so entsteht 

.-. F,xi —)ir^fi\ - (2) 

Wird (2) durch (1) dividirt, so hat man 

xi = ir. 
Der Schwerpunct der cykloidischen Fläche ABK miihiki auch 
der ganzen Fläche K'AKBIC liegt also um lAC oder ^ AB 
unter der Linie AY^ oder um ^£C über der Linie BK. 

Der Werth der Ordinate yi des Schwerpuncts hängt von 
^/y^dx ab. Dieses Integral zu berechnen^ ^tBen'wir zu- 
nächst, nach partieHer Integration 
i/jf* da: = ^y^.o? — /op.y.c^. Dann ist • 

/ yj2r — X \ 
fxydy = Ix.ydx y y- v^ =i /j^'v/ (2ra? — a?2). 

Man setze r. arc (cos = )=»? «^Jso ^.^» + V^ (2ra? — oj^) 

so wird 

/(Pfdy = /»rfarV^(2rit — a;«) f /aa?(2ra? — jp«}. 
Durch partielles Integrire» findet man 
/sktr /" (2r» — a?a) _ , fdafyf[2rx — 4^2) — /& fdxyf\2Tx ^ a?«) 
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Hiernach ist 

/a^(^ = L_J yr{2rx-x^) + 4- + -^ -|- + r*»- g-, 

mithin 

«ff — a?^ fas^ 1*29 j|*3 

i/y*d«=^,2x+ l__V(2nr-*2)-— -— -inr^+p 

Setzt man in diesem Integral , welches schon mit jp = o 
verschwindet, a? = 2r zugleich y == m und s = r^r, so be- 
kommt man das Moment der. Fläche ÄMKB in Beziehung auf 
diQ Axe ÄX^ nämlich 

F.Sfi = tr»n^ - #r» = |r#.7i2 (l_ -^__. (3) 

Dividirt man diesen Ausdruck durch (1), so erhält man die Or- 
dinate des Schwerpuncts der cykloidischen Fläche ÄMKBAj 

16 
nämlich jfi = ^.m (1 — ^ — ^). 

lahalbibereehoong van Rotatiooskörpem naob Guldious 

Regel. 

$.' 221. 

Wird die Fläche ÄBCD (Fig. 111) um OX als Axe herum 
gedreht, so ist der durch ABCD beschriebieae körperliche In*^ 
halt Y, mit Beibehaltung der Be«Eei€hnung im S. 219. 

F= Piff^ — y^)ndm. 

%J a X 

Denn (y^ — y'^)n bezeichnet die Fläche des Ereisrings, wel- 
cher den Radien y und y entspricht, und dx die Höhe des 
über ihm gebildeten unendlich kleinen Cylinders : dieser Cy- 
linder kann aber als Element des durch Umdrehung erzeugten 
Körpers angesehen werden, da das unberücksichtiglie Körper- 
stück zwischen ier Ordinate y und der nächstbenachbarten 
Orflinate als Unendlichkleines der zweiten Ordnung Temach- 
lässigt werden, muss, ^ 



\us S. 219 fiadet sich aber 



s: 



(y2 _ y'2)rfa: = 2F.yi, 



mithin wird F = F.2yi n, d. h. das Volumen eines durch 
Axendrehung eliner ebenen Fläche um j eine in ihrer Ebene lie- 
gende Axe, auf deren einer Seite die! Fläche liegt, erzeugten 
Körpers wird gefunden, wenn man das Areal dieser Fläche 
mit dem Umfange des Kreises multiplicirt, welchen der Schwer- 
punct der Fläche bei der Umdrehung beschreibt. 

Beträgt die Drehung keine volle Umdrehung, so hat man 
die erzeugende Fläche F mit dem vom Schwerpüncte während 
der Drehung beschriebenen Bogen zu multipliclren , um den 
Inhalt des von F beschriebenen Körpers zu erhalten. 

Hiernach ist der Inhalt der Kugel, da sie durch Rotation 

eines Halbkreises um dessen Durchmesser entsteht zr \r?'n, 

r 
2yi7i; nun hat man y^ =4- — (S- 1^2), also ergiebt sich der 

n 

Kugelinhalt = ^r^n.§. — .n = ^r^n. Ferner ist mit 
"* n 

Rücksicht auf §. 220 der Inhalt eines parabolischen Co- 

noids, welches durch Drehung der parabolischen Fläche APJf 

(Fig. 105) um die Axe AX erzeugt wird =5: ^a.Ä.2yjw = 

§a6. 2.g.&7i =^a&^7i ; der Inhalt eines elliptischen Co- 

ninids, welches durch Axendrehung der Fläche (7il0 (Figv 113) 

um AX entsteht 

5 
= Ja6w.2.4 — .n = iab^n] 

n 

der Inhalt eines cykloidischen Conoids, welches durch 
Axendrehung der cykloidischen JPMche AMKB (Ftg, )U&) um 
die Axe BK beschrieben wird, - . 



— f r»n.2.^r.7» = |r^ 



.^„2. 



) 



der Inhalt eines cykloidischen Conoids, welches durch 
Axendrehung der cykloidischen Fläche AMKB (Fig. 106) um 
die Axe AB erzeugt wird. 

Der Inhalt des hyperbolischen Conoids, welches durch 
Rotation der Figur ABPM = F (Fig. 114) um die Axe At 
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entsteht, zeigt sich, unter pi den Abstand des Schwerpuncts 
dieser Figur von AX verstanden. 

= 2F.yi.n 
also nach lY. No. 2 $• 220 

wo y =t= AP zu setzen ist. Nun ist aber y* = _ j^?* — a*), 

und da für y = AP, w = AQ = a -f- p wird , wenn man 
BQ == p setzt, so wird der obige Inhalt 

= ^ ({« + p)" - «•) 

Subtrahirt man diesen Ausdruck von dem Inhalt des Cylinders, 
welcher durch Axendrehung des Rechtecks APMQ um ^IX 
entsteht 

= AP^n.AQ = ^((a + pY - a^ n[a + p) . 

so entsteht der Inhalt des hyperbolischen Conoids , welches 
durch Axendrehung der Fläche BQM um die Axe AX er-* 
zeugt wird 

in welcher Formel a und 6 die beiden Halbaxen der Hyperbel 
und p = BQ die Höhe des hyperb. Conoids bezeichnen. 

Will man in dieser Formel statt der ^zweiten Halbaxe fr, 
den Radius der Grundfläche QM =: r einführen , welcher aus 

fr« a^r^ 

r^ = — (fa+p)* — a^) berechnet wird, so ist fr* 5=:—;;: r 

o* ^^ ^^' ' ' p{2a+p) 

zu petzen. Mai^ erhält dann den Inhalt des hyperbolischen Co- 
noids , welches durch Axendrehung der Figur BQM um AX 

r^n.p 3a -|- p 
entsteht = — ^r-^ . - — \-^. 

3 2a -f- p 
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8. 222. 

Nach einer ähnlichen Vorschrift kann der Inhalt eines 
Körpers gefunden werden, welcher durch die Bewegung einer 
Constanten ebenen Figur beschrieben wird, deren Schwerpunct 
einer gegebenen Curve (Leitlinie) folgt, und deren Ebene im- 
mer rechtwinklig gegen diese Leitlinie i^teht. 

Denn ist Ä (Fig. 115) der Schwerpunct einer ebenen Flä- 
che F die immer rechtwinklig gegen die Leitlinie AB gerich- 
tet sein soll, und CD die Evolute von AB^ so kann die Be- 
wegung des Schwerpuncts A durch den unendlich kleinen Bo- 
gen AMj als durch Drehung um den entsprechenden Punct C 
der Evolute hervorgebracht angesehen werden. Der von F 
während dieser Zeit beschriebene Inhalt ist = F. AM, Denkt 
man sich den ganzen Bogen AB in unendlich kleine Theile 
zerlegt, so gilt von jedem Theile dasselbe wie für AM. Mit- 
hin ist das von F erzeugte Volumen, während der Schwer- 
punct A den Bogen AB beschreibt =r dem Froduot des F in 
die Summe aller Theile von AB, d. b. =i dem Product des Fin 
den Bogen AB. Ist also F das Areal einer ebenen Fläche, / 
die Länge des Bogens, welchen der Schwerpunct von F durch- 
läuft während die Ebene von F immer rechtwinklig gegen 
den Bogen d. h. die jedesmalige Tangente des Bogens ge- 
richtet bleibt, so ist das von F erzeugte Volumen 

= F.L 

Hiemach ist z. B. der Inhalt einer ringförmigen Röhre, 
deren Durchschnittsfläche ein Kreis vom Radius = r ist, und 
dessen Mittelpunct von dem Mittelpuncte des Rings um R ab- 



SchwerpuDct von iKörpern. 
§. 223. 
Die obigen allgemeinen Formeln ($. 205) zur Bestimmung 
der Coordinaten des Schwerpuncts eines Körpers, in denen 
man dV = dxdydz zu setzen hat, die also, wenn 

V = /// dxdy dz 
angenommen wird, übergehen in 

F . a?i = ///x dx dy d% 
V . yi z=z 11 fy dxdydz 
F . »1 = ff/z dx dy dz, 

Ulriek. Lebrb. a. Meeli. 20 
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vereinfachen sich in den Fälleü, wo die Körper in Beziehung 
auf eine Axe symmetrisch liag^ii, so dass statt der dreifachen 
Integrale, einfache erscheinen. 

Man nehme die Axe, um welche der Körper symmetrisch 
liegt, 2ur Abscissenaxe , denke den Körper durch Parallel-^ 
schnitte, die rechlwiotklig gegen die o^Axe liegen, in unend-^ 
lieh kleine Schichten zerlegt, so ist der Inhalt einer solchen 
Schiebt zxi X^doPy wenn X die Fläche eines zugehörigen Pa- 
raUelscbmtts bezeichnet. Der ganze Inhalt des Körpers ist 

r = /xdx 

welches integral für die ganz^e Ausdehnung des Körpers über 
die xAxe genommen werden muss. 

Das Moment eiäer Schicht in Beziehung auf eine durch 
deu Anf^ingspunol rechtwinklig gegen die m Axe gelegte Ebene 
ist x.XdXj also die Summe der Momente aller Scbichtea = 
fxXdx. Diese muss. mit deifti Moment des ganzen Körpers 
übereinstimmen. Wird nun durch Xi der Abstand des Schwer- 
puncts des Körpers von je»er im Anfangspuncte auf der x Axe 
rechtwinkligen Ebene bezeichnet, so hat man 

V » xi =^ /xXdXy 
welches Integral zwischen denselben Grenzen, wie das für 
Y zu nehmen ißt Da 4er Schwerpunct auf der x Axe liegt^ 
so ist durch die Yorstehende Formel die Lage desselben voll- 
ständig bestimmt. 

S. 224. 

Als Beispiel diene das halbe Ellipsoid, welches in Be- 
ziehung auf die a;Axe symmetrisch liegt Sind die drei Axen 
desselben durch 2a, 26, ^2c bezeichnet,, so ist die Gleichung 
des EUipsoids 

X^ %fl T?' 

1- — 4- ~- = 1. 

0,2 ^ ft2 "T ^2 ^' 

Die Grundfläche des hier in Frage stehenden Körpers, welche 
zur y« Ebene dient, ist eine Ellipse^ deren Axen = 26 und 
2c sind, die Höhe desselben i§it = a, und jeder mit der 
Grundfläche parallele Schnitt ist eine Ellipse, deren Gleichung 

TT H 5 = 1 — -TT 'St, d^ren beiden Axen also durch 
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2b y/ [\ ^) und 2c v (1 j) vorgestellt werden. Die 

Fläche dieses Parallelschnitts ist demnach 

X=6.c.n (1 - ^). 

x^ 
Das Volumen wird durch die Formel V=^/Xdx =r bcn fdx /l -] 

X — ^r-r) bezeichnet. Soll dieses (tir das halbe El- 
oar' 

lipsoid gelten, so ist das Integral zwischen den Grenzen ^ = 
und 0? == a zu nehmen. Demnach ist der Inhalt des halben 
EUipsoids 

V = ^a.b.cn (1) 

dagegen ist der Inhalt des, zwischen den beiden Parallel- 
schnitten ^ welche von der yz Ebene um a; = il und x •=:=: B 
abstehen, liegenden Segments 

Der Abstand des Schwerpuncts dieses Körpers von der 

^2 Ebene ergiebt sich aus der Gleichung V .xi = fx.X.dx 

x\ PS?' aj\ 

= 6 . CT! fx |1 jj rfa; rz: hcn (— — — |. Soll sich diese 

Gleichung auf das halbe EUipgoid beziehßn, 00 ist das Integral 
zwischen x -=. und o? = a zu nehmen ; für jenes Segment 
hingegen sind die Grenzen x ^=2. A und x ^=: B. Man hat da- 
her für das halbe EUipsoid 

a^ b , cn 
^^1 = 4 

mithin, wenn durch (1) dividfrfr wird, die Höhe des Schwer- 
puncts über der Grundfläche p», 

und für jenes SegmeiH 

fi^ — Ä^ B^ — A\ 
Vxr = b.cn (— ^ j^i^) 

also, wenn man durch (2) dividirt, den Abstand des Schwer- 
puncts dieses Segments von der ^s Ebene 

X, = |.(ß + A) ^3^, _ (g, + BA + aO 

20» 
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Schwerpuncte von Rotationskörpern. 

§. 225. 

Zu den Körpern^ welche in Beziehung auf eine Axe sym- 
metrisch liegen, gehören die durch Axendrehung einer ebenen 
Figur um eine in ihrer Ebene liegende Axe erzeugten Körper. 

Wird die Drehaxe als x Axe angenommen, und in der 
Ebene der erzeugenden Fläche die y Axe rechtwinklig gegen 
die X Axe gedacht, so muss eine Gleichung zwischen y und x 
gegeben sein, aus welcher die Gestalt des Umfangs der er- 
zeugenden Fläche bestimmt wird, sie sei y =: f{x). Der Werth 
des Durchschnitts X ist aber in diesem Fall X = y^n , mit- 
hin (nach $. 223) der Inhalt 

V ±= nfy'^dx, 
und der Abstand Xi des Schwerpuncts des Körpers vom An- 
fang;spuncte findet sich aus 

F.a?i =r n/xy^dx. 
Setzt man hierin für y seinen Werth = f(x) so ist die Be- 
stimmung des Schwerpuncts nach vollzogener Integralion aus- 
geführt. 

Wenn die erzeugende . Figur zwischen zwei Curven AB 
und CD liegt (Fig. 111) die Ordinaten für CD durch y, die 
für AB durch y bezeichnet werden, so hat man 

F= n/(y2 — y^)dx 
und Vxi = 7r/x{y^— y^) dx. 

Einige Beispiele mögen zur Erläuterung der vorstehenden 
Formeln dienen. 

§. 226. 
I. Kugel- Segment zwischen zwei Grundflächen. 
Der Radius der Kugel sei = r, der Abstand der beiden Grund- 
flächen vom Centro sei = il und = B. Die Gleichung des 
Kreises, durch dessen Drehung um die a;Axe die Kugel er- 
zeugt wird, ist y« + a?« = r*. itfan hat also 

r = nfy^dx = n/(r2 — x^)dx z= „(r«« — -g-). 

Für die Halbkugel ista; = r zu setzen, also 

Y = |r5«. (1) 
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Für das Segment aber sind die Grenzen des Integrals x z:z A 
und X z=. By daher ist 

K=„(..M-?^, = r.,.,«-^|<.-?:±|i±4!) p, 
Femer ist 

""9 — t)' 

* Setzt man hierin x z::^ r^ so hat man für die Halbkugel Yxi 

= \r^ny folglich nach (1) den Abstand des Schwerpuncts von 

der Grundfläche 

a?i=|r. (3) 

Nimmt man aber das Integral zwischen den Grenzen rr = il 

uud a; = ß, so erhält man für das Segment 

Yx, = n(r-{—^) ^), 

und wenn dieser Ausdruck durch (2) dividirt wird, den Ab- 
stand des Schwerpuncts des Segments von dem grössten Kreise 

Diese Formel (4) entspricht der Formel für 19 im $. 202; 
man hat nur zu beachten, dass das dortige js in den hier ge- 
brauchten Zeichen durch Xi — A vorgestellt wird, und dass 
A = ß ~ 4 ist*) 

IL Parabolisches Conoid, durch Umdrehung derPa- 
rabel um ihre Axe erzeugt. Die Gleichung der Parabel ist 
y« zu pa?; reicht die Parabel bis a? r= a und ist das zuge- 



*] Es zeigt sich nämlich aus (4) 

*i — ^ = ^(^ + ^) 3r2 — (Ä« + JBil + ^'O ^"^ 

— (Ä — wl) ^^g^ — Ä» — B^ — ^a) — 

— 2 ' ' 6r* — 3B« — 3^* + (Ä— il)» ~ 
_ \h_ 2(r«- iig)-t-4(rfe-^gg)+A« _ 

— 2* 3(r«- il2)+3(r«-B«J+A2 "" 

= 2" •. 3a» + 36» + A' > ^^"* ^ - >*^ = «^ 
und r» — B» = 6» ist. Der letzte Ausdruck ist aber der für i in $. 
202 gefundeDe. 
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hörige y =: b, so ist p = — . Man hat V =^ u/y^clx = 

2-^ . also der Inhalt des Conoids, x = a gesetit, 

b^a,n 

62 7?62 a?5 • 

Ferner ist V . Xi = « /aw^ cte = n — /4)^ dx = . ~ , 

a a o 

welches Integral für den ganzen Körper gilt, wenn w=:a ge- 
setzt wird; also entsteht 

F.«x = ^-f^. (2) 

Dividirt man diesen Ausdruck durch (1) so findet sich der Ab- 
stand des Schwerpuncts des Conoidi^ von dessen Scheitel 

xi = Ja, 
UL EUiptischesConoid, durch Umdrehung der Viertel- 
Ellipse um die a;Axe eraeugt. Die Gleichung der Ellipse ist, 
wenn der Anfangspunct im Scheitel angenommen wird, a^y'^ 
zzz b^' [2ax — aj2). Die beiden Axen sind 2a und 26 ; der 
hier in Frage stehende Körper hat zur Grundfläche einen Kreis 
vom Radius =z b, die Höhe ist = a. Demnach wird 

V = n/y^ dx = ^/(2aa? — a?«) tte = ^ (oa?« — ^). 

Dieses Integral, zwischen x =- o und x z=. a genommen, 
giebt den Inhalt des ganzen Körpers 

F=§a62 7i. (1) 

Nimmt man aber das Integral zwischen den Grenzen x = o 
und X =z Pj so bekommt man den Inhalt eines Segments von 
der Höhe /?, nämlich 

r = -^ (3o - p). (2) 

Ferner ist 

b^n ^ ,„ „, , b^n 2ax^ x\ 

Vx, = —fx[2m-x^]dx = -^- (-^ - -). 

Setzt man hierin x =z a^ ^ hat man für den ganzen Körper 
und wenn dieser Ausdruck durch (1) dividirt wird, so erhält 
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man den Abstand des Schwerpuncts des elliptischen Gonoids 

5 

vom Scheitel, nämlich xi =: - . a, (3) 

Wird hingegen in jenem Integral x =i p gesetzt, ^o findet 
sich für das Segment 

Hierans bekommt man den Abstand des Schwerpuncts des 
Segments vom Scheitel, wenn man durch (2) dividirt, 

p 8a -3p . ^, 

IV. Hyperbolisches Conoid, durch Axendl-ehung 
der Hyperbel um ihre erste Axe erzeugt. Die Gleichung der 
Hyperbel auf ihren Scheitel belogen ist a^ y^ z=: b^ (2äx -^^ x^)^ 
man hat daher 

folglich zwischen den Grenzen x :zz o und x= p 



Eben so ist 



•'=^ ('«+')■ . (') 



Yx, «= n/xy^dx = —/xdx{2ax + x^]:^-^(^--^+j) 



zwischen denselben Grenzen 



K*i = ?^ (8a + 3p) (2) 

mithin, wenn (2) durch (1) dividirt wird, der Abstand des 
Schwerpuncts des Conolds vom Scheitel 



p /8o+_3p\ .„> 



Benutzung der FDlac - Goordinaten. 

S. 227. 
Will man auch zur Bestimimmg des Schwerpuncts v0tt 
Körpern die bereits $. 217 zur Bestimmung des Schwerpuncts 
von Flftchen benutzten Polar- Goordimaten einführen; so hat 
man zunächst das Differential des Inhalts dV durch diö Pohir-^ 
Coordinaten darzustellen und dieses, $9 wie die Werlbe von 
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AT, y, « ia den allgemeinea Formeln des §. 205 zu substituie- 
ren. Als dV gilt hier ein Körper-Element über dem Flächen- 
elemente MNM'N' (Fig. 110) von der Höhe = rfr. Aendert 
sich nämlich der Radiusvector AM = r um dr^ so entspricht 
dem r -^ dr eine der MNM'N' ähnliche Fläche yom Inhalt =:= 

-2- — j . Zwischen dieser Fläche und MNM'N' liegt 

eine abgekürzte sphärische Pyramide, deren Inhalt das Diffe- 
rential dV darstellt, und dessen Werth, mit Vernachlässigung 
der Glieder höherer Dimension 

dV = dF.dr = r« sin e.dr.dd.dtp ist. 
Für einen gleichförmig dichten Körper verwandeln sich 
die Formeln des §• 205 , wenn man diesen Ausdruck und die 
Werthe von je, y, :& aus §. 217 substituirt, in die folgenden 
^^ V = III r^ sin d.dr.dd.dxij 

^^^ Y. xi = III r^ sin d cos 6 dr dd d%jj 
V, yi = III r^ sin 6^ cos tp dr dO dtp 
F. »1 zzzJllr^ sin ö^ sin \p dr dO d^. 
Soll der Schwerpunct nicht durch die geradlinigen Coor- 
dinaten xi yi »i, sondern durch die Polar -Coordinaten r^ Oi 
xpi bestimmt werden: so ist zu berücksichtigen, dass xi = 
fi cos Ol , yi = Ti sin 6i cos V'i , »i = rj sin Oi sin ^pi 
i^. Nachdem also aus den vorstehenden Formeln xi = A, 
yiz= B, !6iz=C gefunden ist, suche man aus den Gleichungen 
ri cos 01 =z A . 
ri sin dl cos tpi z=z B 
ri sin 6i sin tpi s=z C 
die Werthe von ri, Oi und xpi. Man erhält dann 

ri = V^ (42 + fia^_^ c«), cos öi = ^ und tang ^/i = b- 

8. 228. 

Als einfache Anwendung der vorstehenden Formeln diene 
die Bestimmung des Schwerpuncts eines Kugelsectors. Der 
Radius desselben sei = a, der eine Schenkel des erzeugen* 
den Kreissectors liege in der Drehaxe MO (Fig. 103), der an- 
dere schliesse mit ihm den Winkel a ein, wodurch die Gren- 
zen , für den Radiusvector r =^ o bis r ;= a ; für den Win- 
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kel dy 6 = bis 6 = a] uad für ^y y; z= o lAs ^ =s 2n 
bervortreien. Hiemach ist 

Vxi —J sin e cos e de J ^^ J ^ '''* 

ra Hin a* 

= /^ sin ö cos 6 dO I ^^ T 



-f: 



" . ^ ^ .^ «* a*yisina*. ,-, 

sm e cos ö dÖ . — yi = :j (1) 

2 4 



Die Werthe von Vy^ und FiSx werden beide = o, dagegen ist 

na nin na na n^n a' 

y—J smedej ^ d%^ j r'^dr=J sin 6 de J dyj.^ 



-/: 



sinede.ia^n = ^a^n (1 — cos a) = 4a'fi sin^a*. (2) 

Dividirt man (1) durch (2), so erhält man 

sin a^ « ,rt% 

""i = ^^ ,;» 1 2 = t « cos i «^ (3) 

sm ^ ft'* 

als Abstand des Schwerpuncts des Kugelsectors vom Hittel- 
punct der Kugel ♦). 

Wird u = ^n, so verwandelt sich der Kugelsector in 
die Halbkugel, für welche demnach a^i = §a wird^ da 
1 . 

cos ^ yi = —»— ist. 

Für einen Kugelsector mit zwei kegelförmigen Grenzflä- 
chen, deren Seiten mit der Drehaxe die Winkel u und ß ein- 
schliessen, ist die obige Integration zwischen den Grenzen r 
= o bis r = a, ^ == bis t// = 2yr, und ö = a bis ö = 
ß auszuführen. Es zeigt sich dann 

Vxi = ^a^n (cos a* — cos /?») 

V = § a' 71 (cos a — cos ß) 

folglich xi=^a (cos « + cos /J) = | a cos \ ""^ / ^^^ ( "T~/ ' 



*) Dieser Ausdruck stimml mit (1) §. 203, ft=:|(2r- h) uberein. 
Denn man hat ks=za{i —cos a)=2a(l — cos ^ce^J folglich cos ^a*= -z i 



2a — h 

2a 
Radius mit r bezeichnet wird, so istor, = |(2r -- k) dem dortigen » gleich. 



mithin x^ ssz ^ a . — r = |(2ä — • h); oder wenn wie dort der 
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Methode, dfe Schwerpiincte von ebenen Flächen und Kör- 
pern zu bestimmen, deren Grenzen sich nicht durch Glei- 
chungen bezeichnen lassen, 

§. 229. 

Die Entfernung des Schwerpuncts einer ebenen Figur von 
einer geraden Linie ist als ()ekannt anzusehen^ wenn man das 
Moment der Figur in Beziehung auf diese Linie, und die Are- 
algrösse der Figur kennt. Es mag deshalb zunächst gezeigt 
werden, irie der Inhah einer zwischen einer beliebigen Curve 
CD (Fig. 116) der geraden Linie AB und den Perpendikeln CAy 
DB eingeschlossenen Fläche gefunden werden kann. 

Man theile AB in eine gerade Anzahl {2n) gleicher 
Theile, und errichte in den Theilungspuncten Perpendikel auf 
AB y welche die Fläche ABCD in 2« kleinere Trapezähnhche 
Stücke zerlegen. Jeder der fraglichen Theile auf AB soll 
durch A, die Perpendikel AC, BD so wie die in den Thei* 
lungspuncten errichteten Perpendikel sollen durch yi yr^ ys • .. 
y2« + i bezeichnet werden, so dass ilC = yi, BD = y2«+i 
und die zwischenliegenden, nach der Ordnuhg, y^ y^ u. s. w. 
y2n sind. Es seien EH, FI, GK drei auf einander folgende 
Perpendikel yr ^r + i yr + 2 nnd dabei r eine ungerade ZahL 
Man ziehe die Sehne EK, so zerfällt die Fläche EHIKG in 
das Trapez EHiKQ und das Segment HlKiU, Die Fläche des 

EG 

Trapezes ist = (£fl + 6?Ä} . -— = (yr + yr + 2) • *• 

Das Segment wird als ein paraboUsches ^) angenommen 
dessen Fläche = ^li.EG = |.(F/ — Fl) EG ^ [yr-^- 1 — 

*) Die Gleichung der Parabel auf einen Durchmesser F'F (Figur 117) 
bezogen ist y* = —: j-, wenn p den Parameter , und a den Winkel 

zwischen dem Durchmesser und den zugehörigen Sehnen bezeichnet. 
Hier ist IJ'i = a?, i/T = y ; nun wird FiK = fydx . sin a = /<£r/(px) 
= Ja?/(H = §y.a?.8in« = §tÄ'.F't.8ina, aUo HFKiH =: ^ HK.Fi. 
.sin a==z^Fi,KL = |Ft.EG wo KL so wie CrE perpendicularr gegen 
die Parallele KG und ME sind. ~ , 
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Hiernach ist der Tbeil der Fläche ABCD, welcher zwi- 
schen zwei Perpendikeln ungerader Zahl liegt 

=== (yr + 4yr + z + Ur+2) -3 (1) 

Setzt man hierin für r alle ungeraden Zahlen von r == 1 , bis 
r = 2n — 1, und addirt die dadurch hervortretenden Wcrthe 
zusammen^ so bekommt man die ganze Fläche 



= <yi + y2«+i + 2(y5 ^ 3f5 +••• + ya«-i) + 4(yjj + 

+ ^4 f ^6 ^ . . . . + y2«) }. 3- (2) 

d. h. man bilde drei Summen: 1] aus dem ersten und letzten 
Perpendikel,. 2) aus allen übrigen Perpendikeln ungerader Zahl, 
3) aus sämmtlichen Perpendikeln gerader Zahl. Zu der ersten 
Summe addire man das Doppelte der zweiten und das Vierfa- 
che der dritten Summe, und multiplicire dieses Aggregat mit 
dem dritten Theile eines Abstandes zwischen zwei benach-* 
harten Perpendikeln, — Wenn irgend eine Ordinate = o sein 
sollte, so muss sie als solche mit in Rechnung gezogen wer«- 
den *). 



*) Man kann ohne die Annahme eines parabolischen Segments üFiÜCi/if 
die obige Formel (1) zur Berechnung der Flache J^GHIK auch folgen-^ 
dermaassen finden. Es werde EG = 2h in drei gleiche Theile £a, ab, 
hG (Fig. 118) eingetheilt, dann^'die Sehne Hc^ cd, dK gezogen, die den 
Puncten c, d, wo die in a und b errichteten Perpendikel die Gurve 
schneiden, entsprechen. Man hat nun 

EH + ac. h 

EaHc = (— y— ) i* =^ (yr + ac) 3- 

.ac + Ärf. . Ä 

abcd = ( f—) |Ä = (HC + bd) j 

bd + GK, k 

bGdK = (— ^ ) |Ä = (hd + yr + ,) 3. 

Die Summe dieser drei Trapeze ist 

= (yr + 2 (oc + bd) + », + J J. 

Bezeichnet man mit den Durchschnittspunct der Sehne cd und des 
Perpendikels FF = yr'\'\ 00 bat man 

flc + 6d = 2 Fo, 
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Soll nach dieser Regel, welche man Thomas Siippson zu-* 
schreibt, z. B. die parabolische Fläche, welche sich vom Schei- 
tel über die Abscissenaxe bis zu x = a erstreckt, und von 
der Ordinate 6 = V^(pa) begrenzt ist, berechnet werden, in- 
dem man a in 4 gleiche Theile eintheilt, so ist A =: :|- a^ ^1^=^; 

oder wenn p = — gesetzt wird, yi =0,^2 = ^V^i? Vs = 
6/*^, y^ = 6y^|, ys = b, folglich die Fläche ^= -^ 

(4(^2 4- y4) + 2.^5 + 95) = «6 {4(i + V^t) -f 2V^^ + 1) 

7 87833 
= -^-^ — .ab =z 0,6565. a6, während der richtige Werth 

= 0,666 . . . a6 ist. Der berechnete Werth der Fläche weicht 
hiemach vom richtigen Werthe um etwa 0,015 des letztern ab. 

§. 230. 

Zur Bestimmung des Abstandes des Schwerpuncts der Flä- 
che ABCD (Fig. 116) von dem Perpendikel AC, muss das Mo- 
ment dieser Fläche in Beziehung auf AC bekannt sein. Die- 
ses Moment ist gleich der Summe der Momente der Flächen, 
welche zwischen den Perpendikehi ungerader Zahl liegen. Es 
werde also das Moment von EGHK in Beziehung auf AC be- 
rechnet, wo EH = y^, FI =z yr+i, GK zu y^-j-^ und r eine 
ungerade Zahl sein soll. Diese Fläche zerfällt in das parabo- 
lische Segment HIKiB und das Trapez EHiKG. Das Moment 
des Segments in Beziehung auf EB ist 

z= i.Ii.EG X EF, 
denn der Schwerpunct dieses Segments liegt auf IL Das 
Moment des Trapezes in Bezug auf EH ist (nach §. 190] 



und wenn FF staU Fo gesetzt wird, so ist 

ac+ bd=: 2FF = 2yr+i, 
also die Fläche zwischen dem Bogen HFK, den Perpendikeln EH, GK 
und dem Stück EGf welche der Summe dieser drei Trapeze nach der 
Vertauschung des Fo mit dem FF gleichgesetzt wird 

h 
= (yr+4y^+l + Vr + s,) -3 

wie oben. 
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E€P 
= _ (ff£ + 2KG), 

mithin das Moment von EGHIK in Beziehung auf ES 

= ili. EG.EF -\-?^ (BE + 2K€f); 

addirt man hierzu das Product EHIKG X AE, so entsteht 
(§. 101) das Moment von EHIKG in Beziehung auf AC 

= %I%.EG.EF -f ^ (ff£ 4- 2KG] + 

£G2 AE.EG 

Setzt man hierin li z= pr+i — ^'' /'"^ -, ilF =rA, JEG 

= 2A, i4£ = (r — 1)Ä, ÄE = yr, KG = yr + 2, so be- 
kommt man das Moment von EGHK in Beziehung auf AC 

= ^ÄM(r-l) yr+ 4fy,+ i + (r4-l)y,+,]. 
Dieser Ausdruck liefert die Momente für alle einzelnen FIä- 
chenstücke, die zwischen je zwei Perpendikeln ungerader Ord- 
nung liegen, wenn in ihm allmählig r=:l, r = 3, r=5 
u. s. w. bis r = 2» — 1 gesetzt wird. Diese Momente sind 
also für die FläcHenstücke: 

zwischen yi und ys = ^ä^ (O.yi + 4y2 + 2^3) 
yj und ys = iÄ^ ( 2y3 +12^4 + 4^5) 
ys und y7 = i äM 4y5 +20ye> + By^) 
2«— 1 u. 2«+l zu iÄ*((2fi— 2)y2„-i+4 (2fi— l)y2« + 2fiy2„+i) 
die Summe dieser Momente ist 

= iÄM0.yi + 4y2+2.2y3 + 3.4y4 + 4.2y5 + 5.4y6 + 6Äy7+ 

... -I- (2n — 2) 2y2„-i + {2n - 1) 4y2„ + 2«y2„ + i); 
wird diese Summe durch die Fläche zwischen yi und y2n + i 

= 3 (yi + 4y2 + 2y3 4. 4y4 + 2y5 + ... +2y2«-i + 4y2« +y2«+i) 

dividirt, so giebt der Quotient den Abstand X des Schwer- 

puncts dieser Fläche von AC nämlich X= 
/0»yx + 4.y2+ 2.2y, + 3.4y^ + 4.2y, +5.4y,+...+(2n-l)4yan-f 2nyan+i \ 
1 yi+4.y,+ 2y5+ 4y4+ 2y5+ 4y,+...+ 4y.„+ y»„+xj 

wobei zu bemerken , dass der Zähler aus dem Nenner ent* 
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steht, wenn man die einzelnen Glieder desselben mit der Reihe 
der natürlichen Zahlen 12 3... 2h nach der Ordnung mul- 
tiplicirt. 

§. 231. 

Zur vollständigen Bestimmung des Schwerpuncts der Flä- 
che ABCD gehört noch der Abstand desselben von der Linie 
AB. Dieser findet sich vermittelst der Guldinschen Regel fol- 
gendermaassen. 

Es sei F die Fläche von ABCD, und K der Inhalt des 
durch Rotation von F um die Axe AB entstandenen Körpers, 
so ist wenn Y den Abstand des Schwerpuncts von AB be- 
zeichnet nach §. 221. 

F.2Yn = K also 

^ ~ 2 F. n 

Nun ist, wie sich sogleich (§. 232) zeigen wird 

K= ihn {y\ -h iyl + 2yl + V,+ . . . 2yl^ - , + 4y^„ i-yln + i) 

und F=: j(yi + 4^2 -f 2y3 + . . . +2y2„- 1 +4y2« + y2« + i) 
also ist 

§. 232. 

Inhaltsberechnung eines Körpers. Um den In- 
halt des Körpers zu berechnen, welcher durch Drehung der 
Fläche ABCD (Fig. 116) um die Axe AR entsteht, hat man die 
Summe aller Elementarkgrper die durch y^w.dx bezeichnet 
werden, oder den Inhalt einer Fläche über der a;Axe zu be- 
stimmen, deren Begrenzung durch eine Curve PQ gebildet 
wird, deren Ordinaten, in den jedesmaligen Richtungen der zu 
CD gehörigen Ordinaten y, durch y* 77 angegeben werden. 
HienMieh denke man sich wie zuvor die Linie AB in eine ge- 
rade Anzahl i^n) gleicher Theile eingetheilt und in den Tbeir- 
Rrngspuneten Perpendikel AC, EH, FI u. s. w. bis an die Curve 
CD errichtet. Diese Perpendikel beschreiben während der 
Drehung Kreisflächen die nach der obigen^ Bezeichnung 4wrck 
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l/'i^h 9i^h yl^ ^- *• w. vorgestellt werden. Der Abstand je 
zweier benachbarter Kreisflächen von einander ist=«:Ä. Wenn 
man also über derselben Linie AB, in denselben Abstünden 
von einander Perpendikel AP, EL, FM u. s. w. BQ errichtet, 
welche jene Kreisflächen y]^f, y\n, y\n u. s. w. darstellen, 
so bezeichnet die Fläche ABPQ den Inhalt des durch Axen- 
drehung der Fläche ABCD erzeugten Körpers. Demnach wird 
mit Anwendung der §. 229 gegebenen Regel der Inhalt die- 
ses Körpers desto genauer aus 

gefunden, je kleiner h angenommen ist. 

Handelt es sich z. B. um den Inhalt des parabolischen 
Conoids, dessen Höhe = a, und dessen Grundfläche mit dem 
Radius b = ^{pa) beschrieben ist, so reicht es hin a in zwei 
gleiche Theile einzutheiien. Man hat nun h^^^^a und y^o 

^2 = V (piö), ys = 6 oder P = - gesetzt, yi = ö, y^ = 
6^^^, y5=s6; folglich wird der Inhalt des parabolischen Conoids 
dargestellt durch -^ f** + ^-o") ^^^^ durch \aV^ n wel- 
cher Werth mit dem §. 221 gefundenen völlig übereinstimmL 

§. 233. 
Der Schwerpunct des vorliegenden durch Axendrehung 
der Fläche ABCD (Fig. 116) erzeugte^ Körpers ist völlig be- 
stimmt, wenn man dessen Abstand v^ dem Kreise, dessen 
Radius AC ist, kennt; denn dieser Schwerpunct. liißgt s^uf 
AB. Der Abstand des Scfawerpuncts des Körpers von 4 i&t 
demnach gleich dem Abstände des Sohwerpuncts der Fläph^ 
ABPQ von AP, und wird nach der Formel des §. 230 gefun- 
den. Ist also S der Schwerpunct des Umdrehungskörpers, so 
hat man AS :=i 

f 0-y? + »>4yl + 2.2yi + 3.4.y^ + . . + (2n>2)2y^^>i+(2n-i ]^y\r^'^1 ny\n±^\ 
U? +4yl +2yJ +4yf +.. + 2yi,,-, +. 4yi« ^yJ^+T /• 

§. 234. 
Ist der Körper nicht durch Axendrehung erzeugt, so sind 
die Querdurchschnitte auch keine Kreise, sondern können be- 
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liebige Figuren sein, deren Flächen 8i S2 S^ . , . . Szn + i 
jede für sich nach der Methode des §. 229 berechnet werden 
müssen. Ist * die Entfernung je zweier auf einander folgen- 
der Ouerdurchschnitte von einander, so ist der Inhalt des Kör- 
pers = ^ Ä (5^ + 45^+ 2Ä5 +4Ä4+. ...+ ZÄ^«- 1 + 4S,„+ 
S2« + i), und der Abstand des Schwerpuncts des Körpers von 
der Ebene in welcher Äj liegt 

_ J O A + 1.4^2 4- 2.2.^5 + 3.4^4. + ... + (2n^l)^S2n + 2n S^ n+i ] 
\ «1+ 4Ä2+ 2S5+ 45^ + ..+ 4S2„4 S2n+il 

Wiederholt man diese Berechnung in Beziehung auf Ouer- 
schnitte, welche drei rechtwinklig gegen einander gerichteten 
Ebenen parallel sind, so bekommt man die Abstände des Schwer- 
puncts von diesen drei Ebenen, wodurch die Lage des Schwer- 
puncts völlig bestimmt ist. 

Will man hiernach den Abstand des Schwerpuncts eines 
vierseitigen Obelisken, dessen Querschnitt ein Parallelogramm 
ist, von seiner unteren Grundfläche berechnen, so sei s die 
untere, s die obere Grundfläche, die mittlere Durchschnitts- 
figur. Werden zwei anliegende Seiten der unteren Grundflä- 
che durch a, b ; der oberen Grundfläche durch a , 6' bezeich- 
net, und ist der Winkel zwischen diesen Seiten = a, so hat 
man s = a.&.sino, «' = a'.6'sina, a = -^{a-{-a') (ft-f-i'). 
. sin o, endlich sei A die Höhe des Obelisken. Der Abstand s 
des Schwerpuncts des Obelisken von der Gfundfläche s ist 
nach obiger Formel 
» = 1 A /4ojM*;\ ^ ^ ^ ab + ab' -f ab + 3a'b ' 
' \,44o+s'/ *^ *2a6+a6' 4. a 6 + 2a 6'' 
Der Obelisk verwandelt sich in eine Pyramide, wenn man a 
= o und V ^= o setzt. Für die Pyramide ergiebt sich hier- 
aus ss = ^A. Dagegen wird aus dem Obelisk eine abgekürzte 

a b' 
Pyramide, wenn — = - gesetzt wird. Man bezeichne dieses 
a 

Verhältniss durch A, so ist a •-= Aö, b' = Xb; hieraus ent- 
steht » = i^j-T — irx — T%^ welche Formel mit §. 19| 

g 

tibereinstimmt, wenn man daselbst --; = X^ substituirt. 

G 
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Empirische Bestimmung des Scbwerpuncts. 

$. 235. 

Wenn ein Körper ungleichmössige und unregelmässige 
materielle Beschaffenheit hat, so lässt sich dessen Schwerpunct 
nach den bisher angegebenen Vorschriften nicht bestimmen. 
Man hat in diesem Fall nur das Mittel der empirischen Be- 
zeichnung des Schweq)uncts, Welches dadurch geliefert wird, 
dass man den Körper an einem Faden aufhängt, und den Ruhe- 
stand desselben abwartet, welcher nur dann eintreten kann, 
wenn der Schwerpunct des Körpers in der Richtung des Fa- 
dens liegt, deren beiden Durchschnittspuncte mit der Ober- 
fläche des Körpers also einen Durchmesser der Schwere be- 
stimmen. Der obere Durchschnittspunct ist der Aufhängepunct ; 
um den unteren Durchschnittspunct zu erhalten, muss der Kör- 
per in einem Rahmen zwischen zwei Spitzen aufgehängt sein, 
die in der Verticallinie des Aufhängepuncts liegen. Es lässt 
sich leicht eine Anordnung treffen, um die untere Spitze in 
verticaler Linie dem Körper bis zur Berührung zu nähern. 
Wird dieses Verfahren noch einmal bei einer anderen Aufhän- 
gung des Körpers wiederholt, so ergeben sich zwei Durchmesser 
der Schwere, aus denen die Lage des Schwerpuncts folgt 

Nach einem anderen Verfahren, welches namentlich bei 
länglichen Körpern anwendbar ist, bringt man den Körper auf 
eine horizontale Schneide, und verschiebt ihn auf ihr so lange, 
bis er selbst bei horizontaler Lage im Gleichgewicht ist. Die 
Verticalebene der Schneide bezeichnet unter diesen Umständen 
eine Ebene der Schwere des Körpers, deren Abstand von der 
Grundfläche des Körpers zugleich den Abstand des Schwer- 
puncts von dieser Grundfläche liefert. 

Ist es gestattet, das eine Ende A des Körpers AB (Fig. 119) 
auf eine scharfe Kante zu legen, und das andere Ende B ver- 
mittelst eines Fadens BC an den gleicharmigen Hebel CEDy 
der auf einer Schneide E ruht, und durch das Gewicht W an 
dem anderen Ende D mit dem Körper ins Gleichgewicht ge- 
bracht werden kann, zu hängen : so findet sich der Abstand x 
des Schwerpuncts S von der Verticalfläche AF nach der Formel 

W.a 



^ = -e-' 



21 
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wo a die Länge AB, und G dns Gewicht des Körpers bezeich- 
net. Denn nennt man die Spannung des Fadens BC = W, 
so ist wegen des Gleichgewichts am Hebel CED 

W.CE = w.En 
also, isi CE w=i ED vorausgesetzt ist, W ^ W. 

Man hat nun an AB die beiden lüräfte : W ViXi B aufwärts 
ziehend , und G ^ am Schwerpuncte S niederziehend , die um 
dea Drehpunct A im Gleichgewicht sind , folglich ist 
W^.dt = Ca» 

W »d 
mithin x =^ — ^ wie ob«n angegeben wurde. 
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